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1. はじめに 
現在，ほとんどのコンピュータが浮動小数点数の規格と

して，IEEE754-2008 を採用し，ハードウェアで実装された
浮動小数点数の演算は非常に高速である．演算精度は，単

精度は 10進 7桁，倍精度は 16桁であるが，それより高精
度に計算したほうが良い場面が色々ある．  たとえば，
Krylov 部分空間法では高精度演算を用いると，収束しなか
った問題が収束したり，反復回数が減ることがある[1]．ま
た，半正定値計画法[2]や，非対称固有値問題の解析を行う
場合など，高精度演算が必要となる場合が多い． 
一般のコンピュータで高精度演算を実装する方法として，

倍精度数を 2 つ組み合わせて擬似 4 倍精度を実現する
Double-double (DD)演算[3]，倍精度数 4つを組み合わせて擬
似 8倍精度を実現する Quad-double (QD)演算がある[4]．著
者らは，これらを Scilab と Matlab 上に実装し，Multiple 
Precision Arithmetic Toolbox (MuPAT)として提案した[5]． 
しかしながら，DD/QD演算は倍精度演算による四則演算
の回数が非常に多い．また，Matlab 上では，インタプリタ
形式での実行となるため，実行速度が遅くなる．本研究で

は，対話的な PC利用環境を想定したMuPATの高速化を行
う．具体的には，CPU に備わっている Fused-Multiply-and-
Add(FMA)[6,7]，Advanced vector extensions (AVX) [6,7]，
OpenMP [8]などを用いて高速化し，ルーフラインモデル[9]
を用いて性能を評価する．これらの高速化手法によって理

論演算性能は最大で 32 倍となる．実際， 4 コアの環境で
n=4096 の DD/QD 演算の行列積だと，高速化しない場合と，
FMA，AVX2，OpenMP のすべてを用いて高速化した場合
の比較では，DD 演算で 17 倍(ピーク性能の 44%)，QD 演
算で 16倍(同 38%)となった．  

2 章で DD/QD 演算，MuPAT について紹介し，3 章で
FMA，AVX2，OpenMPやその組み合わせによるMuPATの
高速化を検討する．4章で数値実験を示し，5章でまとめと
今後の課題を述べる． 

 

2.  多倍長演算と MuPAT 
2.1 Double-Double(DD)と Quad-Double(QD) 

Double-double (DD)演算[3]は，2つの倍精度数を組み合わ
せて擬似 4倍精度数を，Quad-double (QD)演算[4]は，4つの
倍精度数を組み合わせて擬似 8 倍精度数を表現する手法で
ある．例えば，DD精度の数 𝐴	 は 2つの倍精度数𝑎$ と𝑎% を
用いて𝐴 = 𝑎$ + 𝑎%のように表現される．ただし，上位の数
𝑎$と下位の数𝑎%の間には次の関係が成り立つ． 

|𝑎%| ≤ 1 2⁄ 	𝑢𝑙𝑝	(𝑎$) 

ここで，𝑢𝑙𝑝(𝑥)	は”units in the last place”の略で，その浮動小
数点数で表現可能な最小単位のことである. 最上位項の𝑎$
は DD 精度の数	𝐴の倍精度数への近似であり，その誤差は 
𝑢𝑙𝑝	(𝑎$) の半分以下である． 
同 様 に ， QD 精 度 の 数 𝐵	は	𝐵 = 𝑏$ + 𝑏% + 𝑏5 + 𝑏6	

と表現され	|𝑏78%| ≤ 1 2⁄ 	𝑢𝑙𝑝(𝑏7)	，	(𝑖 = 0,1,2)をみたす．  
倍精度数が符号部 1bit，指数部 11bit，仮数部 52bit で構

成されていることから，DD数は仮数部 104bit，QD数で仮
数部 208bit となる．符号部と指数部は倍精度と同じ bit 数
である．このことから，有効桁数はDD精度では 10進で約
31桁，QD精度では 10進で約 63桁となっている． 

 DD 精度の四則演算は，Dekker[10]と Knuth[11]の丸め誤
差のない倍精度加算と乗算アルゴリズム，QD 精度の四則
演算はHida[4]による倍精度加算と乗算アルゴリズムに基づ
き，倍精度の四則演算の組み合わせのみで実現できる．表

1でDD/QD精度の四則演算に必要な倍精度演算回数を表す． 
 

表 1  DD/QD 演算に必要な倍精度演算回数 
  add & sub   mul   div Total 
 add & sub 11 0 0 11 
DD mul 15 9 0 24 
 div 17 8 2 27 
 add & sub 91 0 0 91 
QD mul 171 46 0 217 
 div  579 66 4 649 
 
DD精度の乗算では 15回の倍精度加減算と 9回の倍精度

乗算を必要とする．アルゴリズムを以下に記す．アルゴリ

ズム中の a.hi が上位パート𝑎$，a.lo が下位パート𝑎%に対応
しており，四則演算記号は倍精度演算を意味する． 

図 1  DD 精度の乗算 

2. 2 対話的多倍長演算環境 MuPAT  
MuPATは DD精度と QD精度を利用した擬似 4倍精度と

擬似 8 倍精度からなる多倍長演算環境であり，Scilab のツ
ールボックスとして実装されている[5]． 

Scilab/Matlab は線形代数演算が簡単に記述でき，データ
型や関数を独自に定義できる．演算子記号や関数名を複数

C = dd_mul_dd(A, B) 
[p, e] = twoProd(a.hi, b.hi); 
e = e + (a.hi × b.lo); 
e = e + (a.lo × b.hi); 
c.hi = p + e; 
c.lo = e - (c.hi - p) 
C = [ c.hi, c.lo ] 
 

[a0, a1] = split(a) 
v = 134217729 × a - a; 
a0 = 134217729 × a - v; 
a1 = a – a0; 
[p, e] = twoProd(a,b) 
p = a × b; 
[a0, a1] = split(a); 
[b0, b1] = split(b); 
e = ((a0 × b0 - p) + a0 × b1    
      + a1 × b0) + a1 × b1; 
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定義できるオーバーロード機能により，MuPAT では，倍
精度，DD/QD精度で共通の演算子や関数を使うことができ，
変数の定義以外はプログラムの変更がほとんど必要ない．

さらに，すべての精度の演算を同時に扱えるため，部分的

な高精度化，混合精度演算も実行可能である． 
Matlabでは，MEXファイルと呼ばれるユーザー独自のC，

C++または FortranプログラムをMatlab上でビルドすること
によって，それらの関数を組み込み関数のように呼び出す

ことができる．本研究では，Matlab 上に実装した MuPAT
について，ベクトル，行列などの繰り返しを高速化するた

め，外部 C関数で記述したMEXファイルを用いた． 
 

3. 高速化手法とボトルネック解析 
3.1 高速化手法 

DD/QD演算は倍精度演算の組み合わせによって実行され
ており，表 1のように約 10～600 倍の演算回数がかかる．
そこで，以下のような高速化手法を用いて，外部 C 関数の
コードを高速化する． 
3.1.1 FMA 

FMA(Fused Multiply Add)演算[6, 7]は，𝑥 = 𝑎 × 𝑏 + 𝑐の形
式で表される積和演算を 1演算で実行する． 
これにより，メモリアクセス数は変わらないが，演算回

数を半減でき，最大で 2 倍の性能向上が見込める．ただし，
FMAを用いて高速化できるのは積と和の組で表される場合
のみである． 
倍精度の内積，行列ベクトル積，行列積の 1 反復で必要
な加算 1回と乗算 1回は積和演算であり，FMA演算 1回で
計算できる． 

DD 精度の内積，行列ベクトル積，行列積に必要な倍精
度演算の回数は表 1より，DD 加算で加算が 11回，DD 乗
算で加算が 15回，乗算が 9回で合計 35回の倍精度演算で
ある．このうち FMAで実行可能な積和演算は図 1より split
関数で 1箇所，twoProd関数で 4箇所のため，dd_mul_dd関
数で 2+2+4箇所と合計 8箇所となる．FMAを適用すると，
必要な演算回数は加算 18(=26-8)回，乗算 1(=9-8)回，FMA 
8回の合計 27回となる．35回の浮動小数点数演算を 27演
算で実行するため，1.3倍の高速化が期待できる． 

QD 精度の内積，行列ベクトル積，行列積に必要な倍精
度演算の回数は表 1より，QD 加算で加算が 91回，QD 乗
算で加算が 171回，乗算が 46回で合計 308回の倍精度演算
である．このうち FMA で実行可能な積和演算は 40 箇所
（twoProd関数が 6回で 6×6=36箇所，qd_mul_qd関数中に
4 箇所）あるので，FMA を適用すると，必要な演算回数は
加算 222(=262-40)回，乗算 6(=46-40)回，FMA 40 回の合計
268回となる．308回の浮動小数点数演算を 268演算で実行
するため，1.15倍の高速化が期待できる． 
3.1.2 AVX2 

Intel AVX(Advanced Vector Extensions)[6, 7]は，1命令で 4
つの倍精度浮動小数点数演算を実行できる．メモリアクセ

ス数は変わらず， 4倍の性能向上が見込める．FMA命令を
併用することで×2×4=8倍の性能向上が可能である． 

AVX2 では常に 4 つの倍精度数を扱う必要がある．入力
データの次数 n が 4 の倍数でないとき，ベクトルの次数を
n+3 とし，n+1，n+2，n+3 には 0 をセットして用いた．こ
の操作によって安全に AVX2を利用することができる． 

また，内積演算は，並列に計算した 4 つの要素を 1 つの
スカラーに足しこむ必要があり，Double 精度，DD 精度，
QD 精度の加算がそれぞれ 3 回必要となる．そのため，
AVX2を用いた内積演算では Doubleで 3回，DDで 33 (=3 
× 11)回，QDで 273 (=3 × 91)回，加算の演算回数が増える． 
3.1.3 OpenMP 

OpenMP(Open Multi-Processing)[8]は共有メモリ型マシン
で並列プログラミングを可能にする API で，コア数の分だ
け高速化が可能であり，C/C++ と Fortranに適用可能である． 
また，OpenMP の変数に，スケジューリング方式とスレ

ッド数がある．今回は 1 コアに 1 スレッドを割り当て，ス
ケジューリングタイプは guidedとした． 

3.2 ルーフラインモデルと演算強度 

メモリアクセスを考慮したプロセッサの性能モデルとし

て，ルーフラインモデルが Williamsらにより提案されてい
る[9]. このモデルでは，演算性能とメモリバンド幅のどち
らかがアプリケーションの性能を律速すると仮定する． 
アプリケーションに含まれる浮動小数点演算量と，メイ

ンメモリから転送されるデータ量の比を演算強度

(Flops/Byte)と定義し，演算強度が低いアプリケーションで
はメモリバンド幅が実効性能を律速し，演算強度が高いア

プリケーションでは演算器性能が実効性能を律速すると考

える．演算強度とピーク理論演算性能，メモリバンド幅を

用いて，アプリケーションの性能を評価する．ルーフライ

ンモデルにおける理論演算性能は次の式で表される． 
達成可能な理論演算性能= min{理論演算性能，メモリバ

ンド幅 × 演算強度} 
3.2.1 理論演算性能 
使用したプロセッサは Intel Core i7 7820 HQ 2.9 GHz 4 core

で，メモリは 16GB LPDDR3-2133 dual channel，メモリバン
ド幅は 2133(line/sec) × 8(byte/line) × 2(interface) = 34.1 [GB/s]
である． 
高速化手法を用いない場合には，クロック周波数

2.9[GHz]であることと，使用したプロセッサには FPU 
(Floating Point-Unit)が 2つ搭載されていることから，理論演
算性能は 2.9×2=5.8 [GFlops/sec]となる．FMA を用いると
5.8×2=11.6 [GFlops/sec]， AVX2 を用いると 5.8 × 4 = 23.2 
[GFlops/sec]，OpenMPを用いると 5.8×4=23.2 [GFlops/sec]，
FMA，AVX2，OpenMP は同時に適用可能なのでピークは，
5.8 × 2 × 4 × 4 = 185.6 [GFlops/sec]となる． 
コンパイラは LLVM/Clang 5.0.0，Matlab R2017aで実験を

行った．なお，コンパイラオプションは OpenMPを有効に
する -fopenmp ，AVXを有効にする -mavx ，FMAを有効に
する –mfma，最適化オプションとして -O2を用いた． 
3.2.2 演算強度 

DD精度では倍精度の 2倍のメモリ，QD精度では倍精度
の 4 倍のメモリを使用する．ベクトル和，行列和，内積，
行列ベクトル積，行列積の演算強度を表 2 に示す．n はべ
クトル，行列の次数を表し，表の xpy，MpM，dot，MV，
MM は順にベクトル和，行列和，内積，行列ベクトル積，

行列積を表す． 
ベクトルの次数 nに対し，DDベクトル和では，DD精度

の加算が n 回必要になる．表 1 から DD精度の加算が倍精
度の加算 11回に相当するので，DDベクトル和の演算回数
は倍精度演算で加算 11n回となる． 
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メモリアクセスは入出力に 3 本のベクトルが必要になり，
データ転送数は 6 nで，データ転送量は 48n(Byte)となる． 
以上より演算強度は 11n / 48n = 0.23となる． 

 
表 2  各演算の演算強度(n=4096) 

演算 精度 総演算数 データ転送量(Byte) 演算強度 
xpy DD 11n 2×3n×8 0.23 

QD 84n 4×3n×8 0.875 
MpM DD 11n2 2×3n2×8 0.23 

QD 84n2 4×3n2×8 0.875 
dot DD 35n 2×2n×8 1.1 

QD 308n 4×2n× 8 4.8 
MV DD 35n2 2×(n2+2n)×8 2.19 

QD 308n2 4×(n2+2n)×8 9.63 
MM DD 35n3 2×3n2×8 2986.7 

QD 308n3 4×3n2×8 13141.3 
 

3.2.3 実験に用いた PC のルーフラインモデル 
表 2に示した各演算の演算強度を横軸とし，3.2.1節で述
べた高速化手法ごとの達成可能な理論演算性能をルーフラ

インとして図 2に示した． 

図 2  演算，高速化手法ごとのルーフライン 
 

行列積については演算強度が行列の次数によって変化す

るが，表 2は n=4096のときの演算強度を示している．図 2
では横軸の値を 12.8 までと設定したため，DD/QD 行列積
は図のはるか右側となる．  
高速化手法を用いない場合は，演算強度が 0.17以上の演
算では演算器性能で律速され，演算器性能がボトルネック

である．よってこの場合は実験の対象であるすべての

DD/QD 演算の理論演算性能は 5.8[GFlops/sec]となる． 
	 FMA を適用すると演算ごとに理論演算性能が異なる．
FMA の適用箇所がない DD/QD ベクトル和(行列和)は
5.8[GFlops/sec]であり，FMA が適用できる DD/QD 内積，
DD/QD行列ベクトル積，DD/QD行列積は，DD演算で 7.54 
(5.8 × 1.3)[GFlops/sec]，QD演算で6.67(5.8×1.15) [GFlops/sec]
となり，すべて演算器性能に律速される． 

AVX2 または OpenMP を利用した場合では，演算強度が
0.68 以下の DD ベクトル和(行列和)のみメモリバンド幅で
律速され，理論演算性能は 7.84[GFlops/sec]となる．他の演
算では演算器性能で律速され，理論演算性能は

23.2[GFlops/sec]となる． 

FMAと AVX2，OpneMPを組み合わせた場合では，演算
強度 2.72以下のDD/QDベクトル和(行列和)，DD内積，DD
行列ベクトル積はメモリバンド幅で律速される．理論演算

性能はDDベクトル和(行列和)で 7.84[GFlops/sec]，QDベク
ト ル 和 ( 行 列 和 ) で 29.8[GFlops/sec] ， DD 内 積 で

37.5[GFlops/sec]，DD 行列ベクトル積で 74.7 [GFlops/sec]と
なる．QD内積は FMAで性能が 2倍向上するのならメモリ
バンド幅で律速されるが，実際には 1.15倍の性能向上にと
どまるため，演算器性能で律速される．その他の QD 行列
ベクトル積，DD/QD 行列積も演算器性能で律速され， 理
論演算性能は DD 行列積で 120.6[GFlops/sec] (92.8 × 1.3)，
QD 内積，QD 行列ベクトル積，QD 行列積で 106.7 
[GFlops/sec] (92.8×1.15)となる． 

 

4. 性能評価実験 
比較する高速化手法は，高速化手法を用いない実装と，

FMA のみを利用した実装，AVX2 のみを利用した実装，
OpenMPのみを利用した実装と，FMA，AVX2，OpenMPす
べてを組み合わせた 実装の 5通りである． 
各高速化手法に対し，5 つの演算（ベクトル和，行列和，

内積，行列ベクトル積，行列積）の DD/QD 精度での実行
時間を計測し，実測データの単位時間当たりの演算回数を

表す“実効性能“と，その向上率で評価する． 
実験に用いたベクトルと行列はすべて乱数で発生させ，

次数 nは(212=)4096とした． 

4.1 高速化手法を用いない場合（MEX） 
高速化手法を用いない場合の結果を表 3 に示す．DD ベ

クトル和は表 3より演算回数が 11n = 45056 [flops]，表 3か
ら計算時間は 4.2×10-5[sec]より，実効性能は 1.07 
(=45056/4.2×10-5/109) [GFlops/sec]となる．  

 
表 3 高速化非利用時の計算時間(sec)，実効性能

(GFlops/sec) 

 
達成可能な理論演算性能と実効性能を比較すると，

DD/QD 行列ベクトル積，DD/QD 行列積では上限の 5.8 
[GFlops/sec]に近い値で，DD行列ベクトル積でも 0.78 (4.52 
/ 5.8)より 8割近い性能が出ている． 
一方，DD ベクトル和は 0.18 (1.07 / 5.8) ，DD 行列和は

0.20 (1.15 / 5.8) より，2割程度の性能しか出ていない．QD
ベクトル和は，0.58 (3.39 / 5.8)，QD行列和は 0.42 (2.46 / 5.8)
である．DD内積は 0.39 (2.27 / 5.8) ，QD内積は 0.70 (4.07 / 
5.8) より 7割程度の性能である．  
性能が 4割以下であった DDベクトル和(0.18)と DD内積

(0.39)に対して，問題サイズ依存性を調べるため，次数 nを

 
MEX 

DD QD 
計算 
時間 

実効 
性能 

計算 
時間 

実効 
性能 

xpy 4.2× 10@A 1.07 1.1× 10@B 3.39 
MpM 1.6× 10@% 1.15 6.0× 10@% 2.46 

dot 6.4× 10@A 2.27 3.1× 10@B 4.07 
MV 1.3× 10@% 4.52 1.1× 10$ 4.7 
MM 4.8× 105 5.01 4.5× 106 4.7 
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213=8192から 225=33554432まで 2倍刻みで変えて追加の実
験を行なった．DD ベクトル和の実効性能は，次数

212=4096 で最小 1.07[GFlops/sec]，218=262144 で最大 3.4 
[GFlops/ sec]，理論演算性能の 0.58 (3.4 / 5.8)であった．DD
内積の場合，次数 225=33554432 で最大 3.66[GFlops/sec] ，
理論演算性能の 0.63 (3.66 / 5.8)であった．データが小さい
ときは理論演算性能の 4 割以下であったが，次数を変える
と最大で 6割程度の性能が出るようになる． 

4.2 FMA を利用した場合  
FMAを用いた場合の結果を表 4に示す．DD内積は，表

2より演算回数が 35n = 143360 [flops]，表 4から計算時間は
5.7×10-5 [sec]より，実効性能は 2.51 (=143360/5.7×10-5/109) 
[GFlops/sec]となる． ベクトル和，行列和は FMA適用箇所
がないのでデータを割愛した． 

 
表 4 FMA 利用時の計算時間(sec)，実効性能

(GFlops/sec)，性能向上率(MEX 比)(ratio) 

 
DD 内積の実効性能は， FMA を利用した場合に

2.51[GFlops/sec]，高速化しない場合（MEX）は表 3 より
2.27[GFlops/sec]である．よって，MEXと比較した性能向上
率は 1.1 倍(2.51 / 2.27)である．QD内積の性能向上率は 1.1
倍( 4.42 / 4.07 )である．行列ベクトル積の性能向上率は，
DDの場合は 1.1倍( 4.98 / 4.52)，QD の場合は 1.1倍( 5.34 / 
4.7 )である．行列積の性能向上率は，DD の場合は 1.04 倍
( 5.2 / 5.01)，QD の場合は 1.1倍( 5.3 / 4.7 )である． 

3.1.1節で DDでは 1.3倍，QDでは 1.15倍の高速化がで
きると予想した．結果は DD/QD 内積で 1.1 倍，DD/QD 行
列ベクトル積で 1.1倍，DD行列積で 1.04倍，QD行列積で
1.1倍と，いずれも想定に近い性能向上率であった．  

4.3 AVX2 を利用した場合  
AVX2 は同時に処理できるデータの数が 4 倍となるため，
理論上 4 倍の性能向上が見込まれ，理論演算性能は 23.2 
[GFlops/sec] となる.  

AVX2 を用いた場合の結果を表 5 に示す．DD ベクトル
和は表 2より演算回数が 11n = 45056[flops], 表 5から計算時
間は 4.4×10-5[sec]より，実効性能は 1.02 [GFlops/sec]となる． 
表 5 で性能向上率を表す MEX 比に注目すると，メモリ
バンド幅で律速される DD ベクトル和で性能向上率が 0.96
倍，DD 行列和については 1.1 倍となり，3.2.3 節で示した
理論演算性能の比 1.35(7.84/5.8)と大きな差はなかった． 

 
 
 
 

表 5 AVX2 利用時の計算時間(sec)，実効性能

(GFlops/sec)，性能向上率(MEX 比)(ratio) 

 
QDベクトル和の性能向上率は 1.4倍，DD内積の性能向

上率は 1.5倍，QD行列和の性能向上率は 1.9倍で，想定さ
れた 4 倍に対して低い値となった．これらの演算の演算強
度は QD ベクトル和と QD 行列和で 0.875，DD 内積で 1.1
であり，演算強度が低かったためと考えられる． 
一方，他の演算の性能向上率は QD 内積が 3.2 倍（演算

強度 4.8），DD 行列ベクトル積が 3.8 倍（演算強度 2.19），
QD 行列ベクトル積が 4.2 倍（演算強度 9.6）である．
DD/QD行列積の性能向上率はDDが 4倍，QDが 4.1倍で，
AVX2 使用時の性能向上率 4 倍に近い値となり，演算強度
が 2.19以上の演算では AVX2の機能が有効に働いた． 
性能向上率 2 倍以下であった DD ベクトル和(0.96)，QD

ベクトル和(1.4)，DD 内積(1.5)に対して，4.1 節と同様に問
題サイズ依存性を調べるため，次数 nを 213から 225と 2倍
刻みで変えて実験した．DD/QDベクトル和の性能は，次数
216のときが最大で，DDで 4.3 [GFlops/ sec]，性能向上率 1.4
倍，QDで 9.7[Gflops/sec]，性能向上率 2.9倍だった．DD内
積は，次数 219 のとき最大 14.1 [GFlops/sec]，性能向上率
4.15倍であった． 

DD ベクトル和は次数 215 ~217で性能向上率 1.3~1.4 倍，
次数 217~225 は効果がなかった．QD ベクトル和は次数
213~223 で性能向上率が 2.1~2.9 倍となった．特に，次数
215~217 では 2.7~2.9倍と高い向上率だった．DDベクトル和
と QD ベクトル和にはピークとなる次数が存在し，そこで
は良好な性能向上率が得られた．DD内積は次数 215以上な

ら性能向上率が 3倍を超え，最高で 4.15倍となることから，
次数 215~225 で AVX2は十分に有効である． 
演算強度が低い演算でも，演算器性能で律速される演算

はデータ量が小さいと性能向上率は低かったが，大きくす

ると性能が向上し，理論演算性能に近づくことがある．し

かし，ベクトル和演算では単純に問題を大きくすればよい

わけでなく，性能にピークがあることがわかる． 

4.4 OpenMP を利用した場合  
OpenMP は 4 コアを利用できるため，理論上 4 倍の性能

向上が見込まれ，理論演算性能は 23.2 [GFlops/sec]となる． 
OpenMPを用いた場合の結果を表 6に示す．DDベクトル

和は表 2より演算回数が 11n = 45056[flops], 表 6から計算時
間は 4.4×10-5[sec]より，実効性能は 1.02 [GFlops/sec]となる. 

 
 

 
FMA 

DD QD 
計算

時間 
実効 
性能 

MEX
比 

計算

時間 
実効 
性能 

MEX
比 

dot 5.7×
10@A 

2.51 1.1 2.9×
10@B 

4.42 1.1 

MV 1.2×
10@% 

4.98 1.1 9.7×
10@% 

5.34 1.1 

MM 4.3×
105 

5.2 1.04 4.0×
106 

5.3 1.1 

 
AVX2 

DD QD 
計算

時間 
実効 
性能 

MEX
比 

計算

時間 
実効 
性能 

MEX
比 

xpy 4.4×
10@A 

1.02 
 

0.96 8.0×
10@A 

4.65 1.4 

MpM 1.5×
10@% 

1.23 1.1 1.9×
10@% 

4.77 1.9 

dot 4.3×
10@A 

3.31 1.5 9.7×
10@A 

13.0 3.2 

MV 3.4×
10@5 

17.27 3.8 2.6×
10@% 

19.87 4.2 

MM 1.2×
105 

20.04 4.0 1.1×
106 

19.24 4.1 
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表 6 OpenMP 利用時の計算時間(sec)，実効性能

(GFlops/sec)，性能向上率(MEX 比)(ratio) 

 
表 6で性能向上率を表すMEX比に注目すると，QD行列
ベクトル積，DD/QD 行列和，DD/QD 行列積では性能向上
率が想定の 4 倍に近い．データ量が他の演算よりも大きい
これらの演算に関しては OpenMP の機能による性能向上率
が高いと考えられる． 
一方，DD/QD ベクトル和の性能向上率は DD の場合が

0.96 倍，QD の場合が 1.2 倍，DD/QD 内積の性能向上率は
DDの場合が 1.5倍，QDの場合が 1.7倍，DD行列ベクトル
積の場合が 2.6倍である．DD行列ベクトル積は次数を 2倍
の 213=8192にすると 3.1倍の性能向上となった． 
性能向上率 2 倍以下であった DD ベクトル和(0.96)，QD
ベクトル和(1.2)，DD 内積(1.2)，QD 内積(1.7)に対して，問
題サイズ依存性を調べるために，次数 nを 213から 225と 2
倍刻みで変えて実験した．DD/QD ベクトル和の性能は，
DDで次数 216のとき最大 4.51 [GFlops/ sec]，性能向上率 1.4
倍，QDで次数 217のとき最大 8.52[GFlops/sec]，性能向上率
2.8 倍だった．DD/QD 内積の性能は，次数 225のとき，DD
で最大 14.4 [GFlops/sec]，性能向上率 3.94 倍，QD で最大
16.6 [GFlops/sec]，性能向上率 3.7倍だった． 

DDベクトル和の性能向上率は次数 215 ~ 217 で 1.2~1.4倍，
次数 218 ~ 223 では 0.9~1.1倍，次数 224 ~225 では 2.4~2.5倍と
なった．QD ベクトル和は次数 214 以上で性能向上率が
2.2~3倍，次数 216 ~217 ，224 ~225 で 2.5~3倍となる． DD/QD
内積は，DDでは次数 216以上，QDでは次数 214以上で性能

向上率が 3倍を超える． 
DD/QD ベクトル和，DD/QD 内積でデータ量を大きくす
ると性能が向上し，理論演算性能に近づくことがある．ベ

クトル和は単純に問題を大きくすればよいわけでなく，性

能向上率は問題サイズと関係がある． 

4.5 FMA, AVX2, OpenMP を組み合わせた場合  
AVX2, OpenMPを組み合わせると×4×4の性能向上が見込
まれ，さらに FMAを適用すると，その理論演算性能は DD
で 120.6[GFlops/sec]，QDで 106.7[GFlops/sec]となる． 
すべて組み合わせた場合の結果を表 7 に示す．DD ベク
トル和は，表 2 より，11n = 45056[flops]，表 7 から計算時
間は 5.4×10-5[sec]より，実効性能は 0.834 [GFlops/sec]となる．  
これらの演算器性能で律速される演算は想定の 8 割程度
が得られ，組み合わせは有効だった． 

 
 

表 7  FMA, AVX2, OpenMP 利用時の計算時間(sec)，実効

性能(GFlops/sec), 実行効率(%), 性能向上率(MEX 比)(ratio) 
 

FMA 
+AVX2 
+ OMP 

DD QD 
計算 
時間 

実効 
性能 
(実行 
 効率) 

M 
E 
X
比 

計算 
時間 

実効 
性能 
(実行 
 効率) 

M 
E 
X 
比 

xpy 5.4×
10@A 

0.83 
(0.5) 

0.8 7.6×
10@A 

4.9 
(2.6) 

1.4 

MpM 5.8×
10@5 

3.18 
(1.7) 

2.8 1.2×
10@% 

12.72 
(6.9) 

5.2 

dot 4.4×
10@A 

2.98 
(1.6) 

1.4 6.0×
10@A 

20.87 
(11.3) 

5.1 

MV 1.3×
10@5 

45.17 
(24.3) 

9.9 7.3×
10@5 

70.79 
(38.1) 

14.9 

MM 2.9×
10% 

84.15 
(45.3) 

16.7 2.8×
105 

75.59 
(40.7) 

16.1 

 
表 7 で性能向上率を表す MEX 比に注目すると，性能向

上率が高いのは，QD 行列ベクトル積 14.9 倍，DD 行列積
16.7 倍，QD 行列積 16.1 倍で，これらの演算では FMA, 
AVX2, OpenMP のすべてが有効に働いた．性能向上の想定
は，DD演算で 20.8倍，QD演算で 18.4倍であったため， 

DD行列ベクトル積の性能向上率は 9.9倍だった．すべて
を組み合わせるとメモリバンド幅で律速されるようになる

ため，想定される性能向上率は 12.9倍の 8割程度(9.9/12.9)
の性能向上が達成され，すべての組み合わせは有効である． 

DD ベクトル和は，性能向上率が AVX2 で 0.96 倍，
OpenMP で 0.96 倍より，併用すると性能向上率は 0.92 倍
(0.96×0.96)と考えられる．結果は，表 7 から 0.8 倍であり．
性能は上がらない．QD ベクトル和は，性能向上率が
AVX2で 1.4倍，OpenMPで 1.2倍より，併用すると性能向
上率は 1.68 倍 (1.4×1.2)と考えられる．結果は 1.4 倍であ
り，小さな次数でも併用は有効と考えられる． DD 内積は，
性能向上率が FMAで 1.1倍，AVX2で 1.5倍，OpenMPで
1.5倍より， 組み合わせると性能向上率は 2.5倍 (1.1×1.5×
1.5)と考えられるが，結果は 1.4倍であり，小さな次数では
思ったより性能が向上しなかった．QD 内積は，性能向上
率が FMAで 1.1 倍，AVX2で 3.2倍，OpenMPで 1.7倍よ
り，組み合わせると性能向上率は 5.9倍 (1.1×3.2×1.7)と考
えられる．結果は 5.1 倍性能であり，小さな次数でも組み
合わせは有効である． 
演算強度が低く，データ量が小さい DD/QD ベクトル和

と DD 内積，演算強度が高いがデータ量が小さい QD 内積
で同様に次数nを213から225と2倍刻みで変えて実験した．
DD/QD ベクトル和の性能は，次数 216のとき，DD で最大
5.34[GFlops/sec]，性能向上率 1.67 倍，QD で最大 12.9 
[GFlops/sec]，性能向上率 3.89 倍だった．DD/QD 内積の性
能は，次数 225のとき，DDは最大 26.45 [GFlops/sec]，性能
向上率 7.24 倍，QD は最大 71.72[GFlops/sec]，性能向上率
16.0倍であった． 

DD ベクトル和の性能向上率は，次数 216で AVX2が 1.4
倍，OpenMPが1.4倍であり，併用すると1.67倍となるが，
次数 217~223 の場合 AVX2，OpenMP 共に 0.9~1.0 倍の性能
向上となる．次数 224~225の場合 AVX2 で 1.0 倍，OpenMP
で 2.5倍であり，併用すると 224~225で併用の効果が見込め

る．QD ベクトル和の性能向上率は，次数を上げると

 
OpenMP 

DD QD 
計算

時間 
実効

性能 
MEX
比 

計算

時間 
実効

性能 
MEX
比 

xpy 4.4×
10@A 

1.02 
 

0.96 9.0×
10@A 

4.14 1.2 

MpM 5.6×
10@5 

3.3 2.9 3.5×
10@% 

8.04 3.3 

dot 4.3×
10@A 

3.32 1.5 1.8×
10@B 

6.97 1.7 

MV 4.9×
10@5 

11.98 2.6 3.5×
10@% 

14.76 3.1 

MM 1.3×
105 

18.5 3.7 1.3×
106 

16.1 3.4 
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2.5~4.4倍となることから併用はプラスに働き，次数が小さ
いときよりも併用の効果は高まる．DD 内積の性能向上率
で 216 以上で 6~8倍，QDで 214 以上で 9~16倍となる． 

4.6 数値実験のまとめ 
Matlab版 MuPATに FMA, AVX2, OpenMPを用いて高速
化処理を行った. 

FMAに関しては，積と和が組で出現しないと効果がない．
効果がある場合でも DD 行列積で 1.04 倍，DD/QD 内積，
DD/QD 行列ベクトル積，QD 行列積で 1.1 倍と低い．実験
では想定の 8割~9割の効果があった．データ量によらない． 
	 AVX2 に関しては，QD 内積，DD/QD 行列ベクトル積，
DD/QD行列積は演算器性能で律速されており，次数を変え
ずとも 3.2~4倍性能が向上した．QDベクトル和とDD内積
は演算強度が 0.875 と 1.1のため演算器性能に律速され，次
数が小さいときは 1.5 倍程度の性能向上にとどまる．次数
を変えると QD ベクトル和では 3 倍，DD 内積では 4 倍性
能の向上となる．DD ベクトル和は演算強度 0.23 でメモリ
バンド幅に律速され，次数を変えても実効性能が最高で

1.4倍までしか向上しない． 
OpenMP に関しては，DD/QD 行列和，QD 行列ベクトル
積，DD/QD行列積では2.8~3.7倍の性能が向上した．QDベ
クトル和，DD/QD 内積，DD 行列ベクトル積は演算器性能
に律速され,QDベクトル和で 1.2倍，DD/QD内積で 1.5~1.7
倍，DD行列ベクトル積では 2.6倍の性能向上にとどまった
が，次数を変えると 3~4 倍性能が向上する．DD ベクトル
和はメモリバンド幅に律速され，次数 212~ 223 までは

0.9~1.4倍の性能向上であったが，次数 224~225 は 2.5倍の性
能向上となった． 
全部組み合わせた場合は，QD ベクトル和，DD 内積，

DD 行列ベクトル積は全部組み合わせると，メモリバンド
幅で律速されるようになるため，個別の実験の性能向上率

を掛け合わせた値よりも性能向上率は低い．たとえば，

DD内積は次数を上げるとFMAで 1.1倍，AVX2とOpenMP
はどちらも 4 倍近く性能が向上していたが，組み合わせた
場合は最高でも 8 倍程度の性能向上だった．QD 行列ベク
トル積，DD/QD行列積は演算器性能に律速され，次数を変
えずともピークの 4 割~5 割程度の性能で，性能向上率は
15~17倍である．QD内積は演算器性能で律速されるが，次
数が小さいときには 5.1 倍の性能向上にとどまる．次数を
変えればピークの 4割程度の性能であり，性能向上率は 16
倍である．DD/QD ベクトル和，DD 内積，DD 行列ベクト
ル積は演算強度 2.72以下でメモリバンド幅に律速され，次
数を変えると達成可能な理論演算性能の 6割~7割の性能と
なる．QD ベクトル和では 4 割程度の性能が出ていた．性
能向上率は DDベクトル和で 1.67倍，QDベクトル和で 3.9
倍，DD内積で 7.2倍，DD行列ベクトル積で 9.9倍であり，
これらの性能向上の倍率は演算強度に依存する． 

 

5. おわりに 
スカラー演算は外部関数を使ってもオーバーヘッドのた

め高速化することができない．頻出・多用するベクトル，

行列演算は，外部関数にオフロードすることによって高速

化することができる．今回は外部関数に FMA, SIMD, マル
チプロセッシングを使って高速化を試みた． 

演算器性能で律速される（演算強度が3.1以上）演算(QD
内積，QD行列ベクトル積，DD/QD行列積)の実効性能をピ
ークの 4割~5割まで高めることができた．メモリバンド幅
で律速される演算(DD/QDベクトル和，DD 内積，DD行列
ベクトル積)ではピーク性能を出せないため，ピーク時と
比べると理論演算性能は低くなり，高速化してもその性能

向上率は演算強度に依存する．それでも，高速化によって

DDベクトル和で 1.6倍性能が向上し，達成可能な理論演算
性能の 7割，QDベクトル和で 3.9倍性能が向上し，達成可
能な理論演算性能の 4割，DD内積で 7.2倍性能が向上し，
達成可能な理論演算性能の 7割，DD行列ベクトル積で 9.9
倍性能が向上し，達成可能な理論演算性能の 6 割まで性能
を出せるようになり，高速化によっていずれの場合も実効

性能は向上した．しかし，小さな次数の DD/QD ベクトル
和，DD/QD内積は問題サイズに依存して性能向上率が期待
より小さくなってしまうことがある．さらに，DD ベクト
ル和ではデータ量が小さく，演算強度も低いため，小さな

次数だと高速化されない場合もある．  
メモリバンド幅で律速されている DD/QD ベクトル和，

DD内積，DD行列ベクトル積に対して，キャッシュの挙動
を含めたパフォーマンス向上が今後の課題である． 
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