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1.はじめに
0-1 行列の列を並び替えることにより各行の 1 を連
続させられるとき，その 0-1 行列は Consecutive Ones

Property (C1P) を満たすという．0-1行列が C1Pを満
たすかは多項式時間で判定可能である [1, 2]．けれども，
C1P を満たさない r × c の 0-1 行列M を C1P を満た
す r1 × cの部分行列M1 と r2 × cの部分行列M2 へと
分割できるかを判定する問題はNP完全である [3]．た
だし，r1 + r2 = r である．
本稿では，次の最適化問題について考える．
入力: 0-1行列M

出力: M の分割サイズ最小の C1P分割M
分割M = [R1, R2, . . . , Rk]がM の C1P分割であると
は，部分行列R1, R2, . . . , Rk が C1Pを満たすことをい
う．ただし，Ri は行列M の行集合の部分集合である．
0-1行列M に対して十分小さな分割サイズの C1P分
割が存在すると，Haradaらが提案するデータ構造を用
いて高速なパケット分類を実現できる [4]．けれども，
0-1 行列を C1P を満たす部分行列へと分割する問題は
研究されていない．
本稿では，0-1行列に対する分割サイズ最小の C1P分
割を求めるアルゴリズムを提案する．提案手法は初め
に，Top-Down ZDD [5]を用いて C1Pを満たさない部
分行列を列挙する．次にこれらの部分行列からグラフ彩
色問題と同じように C1P 分割問題を SAT に符号化し
て [7]，このインスタンスを minisat を用いて解く [8]．
更に，提案手法の有効性をランダムに生成した 0-1行列
を使用した計算機実験によって確かめる．

2.C1P分割問題
本章では，C1P分割問題を定義する．そのために，初
めに C1Pについて説明する．

定義 2.1. 0-1 行列M の各行の 1 を連続させるように
列を並び替えられるとき，M は C1Pを満たすという．

例えば，表 1 の 0-1 行列は，c1, c3, c2, c4 と列を並べ
ると表 2のように各行の 1が連続するので C1Pを満た
す．これに対して，表 3 の 0-1 行列は，列 c1, c2, c3, c4
をどのように並べても各行の 1 が連続しないので C1P

を満たさない．表 3の行列のように C1Pを満たさない
行列を Non-C1P行列という．
r × cの 0-1行列M が C1Pを満たすか否かを判定す
る問題は，partition refinement という技法を用いるこ
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とにより O(r+ c+m)で計算できる [2]．ただし，mは
行列中の 1成分の数である．
0-1 行列の行による分割を定義する．行列 M の行を

r で列を c で表す．行列M の行全体の集合を R，列全
体の集合を C でそれぞれ表す．r × cの行列M の分割
M をM = {Ri|i ∈ I} と表す．ただし，Ri ⊆ R で
I = {1, 2, . . . , k(≤ r)}は Rの部分集合を識別するため
の添字の集合である．以上の定義を踏まえ以下に C1P

分割問題を定義する．

定義 2.2. C1P分割問題
入力: 0-1行列M

出力: |I|が最小となるM の分割M
ただし，Mのすべての要素 Ri は C1Pを満たす．

例えば，表 3 の 0-1 行列に対する，表 4, 5 に示す分
割 {R1 = {r1, r2, r4, r5}, R2 = {r3, r6}} は R1, R2 が
C1Pを満たすので，表 3の 0-1行列の C1P分割である．

3.Minimal Conflicting Setの列挙
0-1 行列 M の行集合 R の部分集合 Ri が C1P を満
たさないとき，Ri のことを Conflicting Setとよぶ．更
に，Conflicting Set Ri の任意の真部分集合 R

′

i ⊊ Ri が
C1Pを満たすとき Ri をMinimal Conflicting Setとよ
ぶ [9]．提案する手法は，C1P 分割問題を SAT ソルバ
を用いて解くために，初めに RのMinimal Confilicting

Setを列挙する．そして，Minimal Conflicting Sets か
ら SATへと帰着して，SATソルバで解く．
表 6の 0-1行列に対する Conflicting Setsの ZDDを

TdZdd を用いて素朴に構築すると図 1 の ZDD を得
る．更に，この ZDDを探索することにより下記に示す
Conflicting Setsが得られる．

{r3, r4, r5}, {r1, r4, r6}, {r1, r2, r4, r6}, {r3, r4, r6},
{r3, r5, r6}, {r4, r5, r6}, {r1, r4, r7}, {r1, r2, r4, r7},

{r3, r4, r7}, {r3, r5, r7}, {r4, r5, r7}, {r1, r6, r7},
{r1, r2, r6, r7}, {r3, r6, r7}, {r4, r6, r7}, {r5, r6, r7},
{r1, r4, r8}, {r1, r2, r4, r8}, {r3, r4, r8}, {r3, r5, r8},

{r4, r5, r8}, {r1, r4, r6, r8}, {r1, r2, r4, r6, r8},
{r3, r4, r6, r8}, {r3, r5, r6, r8}, {r4, r5, r6, r8},

{r1, r4, r7, r8}, {r1, r2, r4, r7, r8}, {r3, r4, r7, r8},
{r3, r5, r7, r8}, {r4, r5, r7, r8}, {r6, r7, r8}

しかし，SAT 符号化に必要となるのは Conflicting

Sets ではなく Minimal Conflicting Sets なので，上記
の Conflicting Setsから極小ではない部分集合を取り除
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表 1 C1P行列の例

c1 c2 c3 c4
r1 1 0 1 0

r2 1 1 1 1

r3 0 1 1 0

r4 0 1 0 1

r5 1 0 1 0

r6 0 0 1 0

表 2 表 1を替び替え

c1 c3 c2 c4
r1 1 1 0 0

r2 1 1 1 1

r3 0 1 1 0

r4 0 0 1 1

r5 1 1 0 0

r6 0 1 0 0

表 3 Non-C1P行列の例

c1 c2 c3 c4
r1 1 0 1 0

r2 0 0 0 1

r3 0 1 1 1

r4 1 1 1 0

r5 0 1 1 0

r6 1 1 0 0

表 4 表 3の分割M1

c1 c2 c3 c4
r1 1 0 1 0

r2 0 0 0 1

r4 1 1 1 0

r5 0 1 1 0

表 5 表 3の分割M2

c1 c2 c3 c4
r3 0 1 1 1

r6 1 1 0 0

表 6 C1P分割問題のインスタンスの例

c1 c2 c3 c4 c4 c4 c4 c8
r1 1 1 0 1 1 0 1 1

r2 0 0 0 0 0 0 0 1

r3 1 1 0 1 0 0 0 1

r4 1 1 0 0 0 1 1 1

r5 1 1 0 0 1 0 1 1

r6 1 1 1 1 0 0 1 0

r7 0 0 1 0 1 1 0 1

r8 1 0 0 0 1 1 0 1

いて式 (1)のMinimal Conflicting Setsを求める必要が
ある．提案手法では，Conflicting Set をグラフへと変
換し，グラフを効率よく扱うためのライブラリである
Graphillion [10]を用いてMinimal Conflicting Setsを
計算している．

{r3, r4, r5}, {r1, r4, r6}, {r3, r4, r6}, {r3, r5, r6},
{r4, r5, r6}, {r1, r4, r7}, {r3, r4, r7}, {r3, r5, r7},
{r4, r5, r7}, {r1, r6, r7}, {r3, r6, r7}, {r4, r6, r7},
{r5, r6, r7}, {r1, r4, r8}, {r3, r4, r8}, {r3, r5, r8},

{r4, r5, r8}, {r6, r7, r8}

(1)

4.Non-C1P部分行列から SATへの符号化
本章では，極小 Non-C1P 部分行列の集合から C1P

問題の SAT符号化について説明する．
本章では，行列M を K 個の部分行列M1, M2, . . . ,

MK へと分割するものとする．つまり，0-1 行列M に
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図 1 表 6の行列の Conflicting Setsに対応する ZDD

対して分割サイズK の C1P分割があるかを判定する問
題，K-C1P分割問題について考える．ri を 0-1行列M

の i行目とするとき，変数 rij を

rij =

{
1, riは部分行列Mjに含まれる
0, riは部分行列Mjに含まれない

(2)

と定義する．K-C1P分割問題の変数の数は rK となる．
K-C1P分割問題の制約条件は

1. 任意の列 ri は少なくとも一つの部分行列に属す
2. 任意の列 ri は高々一つの部分行列に属す
3. {ri, rj , . . . , rk} が Minimal Conflicting Set のと
き，ri, rj , rk の少なくとも一つが異なる部分行列
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表 7 表 3の部分行列M1

c1 c2 c3 c4 c4 c4 c4 c8
r2 0 0 0 0 0 0 0 1

r4 1 1 0 0 0 1 1 1

r6 1 1 1 1 0 0 1 0

表 8 表 3の部分行列M2

c1 c2 c3 c4 c4 c4 c4 c8
r3 1 1 0 1 0 0 0 1

r7 0 0 1 0 1 1 0 1

r8 1 0 0 0 1 1 0 1

表 9 表 3の部分行列M3

c1 c2 c3 c4 c4 c4 c4 c8
r1 1 1 0 1 1 0 1 1

r5 1 1 0 0 1 0 1 1

に属す

となり，それぞれを節で表現すると以下となる．

1. (ri1 ∨ ri2 ∨ . . . ,∨riK)

2. (ri1 ∨ ri2), (ri1 ∨ ri3), . . . , (ri1 ∨ riK), (ri2 ∨ ri3),

(ri2 ∨ ri4), . . . , (ri2 ∨ riK), . . . , (ri(K−1) ∨ riK)

3. (ri1∨ rj1∨ rk1), (ri2∨ rj2∨ rk2), . . . , (riK ∨ rjK ∨
rkK)

5.計算機実験
提案手法の有効性を確かめるために C++ 言語を用
いて計算機実験を行った．実験に用いた PC は，主
要メモリ 4GB，CPU が Intel(R) Core(TM) i3-8100

CPU@3.60GHzで OSは Arch Linux 5.0.4である．提
案手法を実装するにあたり，Conflicting Setsを列挙する
ために TdZdd [5,6]を，Conflicting SetsからMinimal

Conflicting Sets を取り出すのに Graphillion [10] を，
形式化した SAT を解くために SAT ソルバ minisat [8]

を使用した．計算機実験のために，行数 15∼30，列数
15∼30の 15×15の組合せの 0-1行列をランダムに生成
した．これらの 0-1行列に対して，分割サイズ最小とな
る C1P分割とその計算時間とを計測した．C1P分割の
サイズ，節の数を表 10,11 に示す．表 10,11 の 1 行目，
1列目はそれぞれ，0-1行列の列と行の数を表す．また，
表中の † は 10 分以内に SAT ソルバが停止しなかった
ことを意味する．
提案手法は，符号化した SATを SATソルバで解くと
ころで時間が一番かかった．また，Conflicting Sets を
列挙することは 30 × 30の行列に対しても 1秒未満で終
わるが，Conflicting Sets を Minimal Conflicting Sets

への変換には数秒要した．
表 10 に示すように，行数の増加よりも列数の増加が

問題を難しくしている．
列の数が小さいときには，C1Pサイズが最悪の分割サ
イズ |r|/2 に比べて最大で 42% ほど小さくなった．た
だし，|r|は行列の行の数を表す．この結果は，文献 [4]

のアルゴリズムを含む様々なアルゴリズムの道具として
C1P分割が使える可能性を示す．

6.まとめ
本稿では，0-1行列に関する性質 C1Pに基づく最適化
問題を定義し，この問題に対する TdZDDと SATソル
バを用いた解法を提案した．提案手法はランダムに生成
された 0-1行列に対して，30×29の行列に対して自明で
ない解を得ることができた．
今後の課題は主に三つある．提案手法は 0-1 行列の

Minimal Conflicting Sets を得るために，TdZdd を用
いて一旦 Conflicting Sets を列挙した後に，そこから
Minimal Conflicting Setsを求めている．これは冗長で
あるので，0-1 行列に対する Minimal Conflicting Sets

に対応する ZDDを直接構築する手法を提案することが
今後の課題の一つである，
提案手法は Minimal Conflicting Sets から素朴に

SAT への符号化を行っているが，SAT への符号化の
良し悪しが SAT ソルバで問題を現実的な時間で解ける
か否かに大きく関わる [11]．よって，二つ目の課題は，
C1P分割問題を SATソルバで解きやすい形へと符号化
する手法を提案することである．
最後に，小さな分割サイズの C1P 分割が存在するた
めの 0-1行列の性質を研究することが今後の重要な課題
である．
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表 10 C1P分割のサイズ
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