
正モジュラ関数の最適化
Posimodular Function Optimization

石井利昌 † 牧野和久 ‡
Toshimasa Ishii Kazuhisa Makino

1 はじめに

V を有限集合とし, n = |V|とする. 集合関数 f : 2V →
Rは，任意の集合 X,Y ⊆ Vに対して，

f (X) + f (Y) ≥ f (X \ Y) + f (Y \ X) (1.1)

をみたすとき，正モジュラ関数と呼ばれる．ただし，R
は実数の集合を表す．正モジュラ性は，様々な組合せ最
適化問題に関連して現れ，効率的なアルゴリズム設計の
鍵となる重要かつ中心的な構造的性質の一つである (例
えば，[6, 9, 14, 16, 17, 21]など)．その一例として，無向
グラフのカット関数は正モジュラ性をみたすが，有向グ
ラフのカット関数は正モジュラ性をみたさない．この正
モジュラ性の有無の違いにより，多くのグラフ ·ネット
ワーク最適化問題において，無向版の問題が有向版の問
題より効率的に解ける．局所辺連結度増大問題 [5] や連
結度要求またはコストが一様である場合の供給点配置問
題 [1, 11, 23]は，無向グラフでは多項式時間で解けるが，
有向グラフでは NP困難である．より一般的には，正モ
ジュラかつ劣モジュラ関数を最小化する現在最速のア
ルゴリズムの計算時間は O(n3T f ) である [15] のに対し
て，劣モジュラ関数を最小化する現在最速の計算時間は
O(n5T f + n6)である [19]．ただし，任意の集合 X,Y ⊆ V
に対して，

f (X) + f (Y) ≥ f (X ∩ Y) + f (X ∪ Y)

をみたす集合関数 f : 2V → Rを劣モジュラ関数といい，
T f は集合 X ⊆ V に対して関数値 f (X) の計算に要する
時間を表す．こうした現象の要因として，正モジュラ関
数に関する次の二つの構造的性質が挙げられる．

Vの空でない真部分集合 Xの任意の空でない真部分集
合 Yが f (Y) > f (X)をみたすとき，Xは極点集合と呼ば
れる． f が正モジュラ関数のとき，極点集合族 X( f ) は
ラミナである (すなわち，任意の X,Y ∈ X( f )に対して，
X ∩ Y = ∅, X ⊆ Y,または X ⊇ Y) ことが知られている．
無向グラフのカット関数 f に対する極点集合族X( f )は，
グラフの連結性の構造を表し，多くの効率的なグラフア
ルゴリズム設計に役立てられている [12, 25]．例えば，
X( f ) が既知であれば，連結度要求が一様である場合の
無向供給点配置問題は線形時間で解ける [13]. また， f
が無向カット関数のとき，X( f )はO(n(m+ n logn))時間
で求められる [13] (n,mはそれぞれグラフの節点数，辺
数を表す)．より一般的に，f が正モジュラかつ劣モジュ
ラの場合，X( f )は O(n3T f )時間で計算できる [14].
もう一方は，ソリッド集合と呼ばれる集合の構造的
性質である．V の要素 vに対して，vを含む部分集合
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X (⊆ V)が，v ∈ Yである Xの任意の空でない真部分集
合 Yに対して f (Y) > f (X)をみたすとき，Xは (vに関す
る) ソリッド集合と呼ばれる．すべてのソリッド集合か
ら成る族を，S( f )で表す (言い換えれば，S( f ) =

⋃
v∈V{v

に関するソリッド集合 X}). f が正モジュラであるとき，
S( f ) は木ハイパーグラフと呼ばれる特別な構造をもつ
[21]. 上記の極点集合族 X( f ) に関する議論と同様に，
S( f ) に対する基本木 T が前もって分かっていれば，正
モジュラ関数 f に関する最小横断問題は多項式時間で解
ける．この最小横断問題は，コストが一様な場合の無向
供給点配置問題 [23] や無向外部ネットワーク問題 [24]
を一般化した問題である．さらに， f が劣モジュラでも
ある場合，基本木 T は多項式時間で求められる [21]．
X( f )と S( f )に関するこれらの構造的性質は f の正モ
ジュラ性から導出される性質で，劣モジュラ性はこれら
の構造を効率的に計算するために仮定されている．より
正確には，劣モジュラ性は，min{ f (X) | ∅ , X ⊆ V}が多
項式時間で計算できる，という性質のために仮定されて
いる．
一方で，我々が知る限り，正モジュラ性が現れる最

適化問題に対する過去の結果では，劣モジュラ性また
は対称性を同時に仮定している．これは，考察された
最適化問題がほとんど無向グラフに関連するものであ
り，そのカット関数が対称劣モジュラであることによ
る．ただし，任意の X ⊆ V に対して， f (X) = f (V \ X)
をみたす集合関数 f : 2V → R を対称関数という．こ
こで，集合関数が対称であるとき，正モジュラ性と劣モ
ジュラ性は同等であることに注意されたい．この関係
は， f の対称性から f (X) + f (Y) = f (V \ X) + f (Y) と
f (X \ Y) + f (Y \ X) = f ((V \ X) ∪ Y) + f ((V \ X) ∩ Y)が
成り立つことから導出される.
以上の理由から，本研究では，次に定義される正モ

ジュラ関数最小化問題の計算の複雑さについて考える．

正モジュラ関数最小化問題

入力: 正モジュラ関数 f : 2V → R,

出力: f (X∗) = minX⊆V:X,∅ f (X)をみたす ∅ , X∗ ⊆ V.

ここで，入力の関数 f の値は， X ⊆ Vに対して f (X)を
返すオラクルにより与えられると仮定する．また，最適
値 f (X∗)も出力されると仮定する．この正モジュラ関数
最小化問題は，2010年にエグレス (Egres)未解決問題の
リストに，負モジュラ関数最大化問題として掲載されて
いる [4]．ただし，集合関数 f は，− f が正モジュラであ
るとき，負モジュラと呼ばれる．負モジュラ関数の一般
化である弱優モジュラ関数を最大化する問題は，局所辺
連結度増大問題や節点領域辺連結度増大問題など様々な
問題 [3, 5, 8, 18, 22]に応用があることからも，正モジュ
ラ関数最小化問題を考えることは重要である．また，本
研究では，劣モジュラ関数最大化問題が (最小化問題と
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ともに) 近年よく研究されているのと同様，正モジュラ
関数最大化についても考える．
本研究の主な成果として，以下の 1.–4.について示す．

1. 正モジュラ関数最小化問題を解くどのアルゴリズム
も Ω(2

n
7.54 )回のオラクル呼び出しが必要である．

2. 非負整数 dに対して，D = {0,1, . . . , d}を f の値域
とする (換言すると， f : 2V → D)とき，正モジュ
ラ関数最小化問題を解くには Ω(2

d
15.08 )回のオラクル

呼び出しが必要である．一方，O(ndT f + n2d+1)時間
(すなわち，定数 dに対する多項式時間)で計算可能
である．

3. 2.の状況下で，極点集合族X( f )をO(ndT f +n2d+1)時
間で計算できる．さらに，すべての最適解をO(nTf )
時間遅延で列挙できる．ただし，最初の最適解は 2.
の O(ndT f + n2d+1)時間必要である．

4. 正モジュラ関数最大化問題を解くには Ω(2n−1) 回
のオラクル呼び出しが必要である．また， D =

{0,1, . . . , d} が f の値域である場合，d が定数なら
ば，計算時間が Θ(nd−1T f )である．

1. の計算困難性に関する結果は，劣モジュラ関数最
小化問題が多項式時間で解けるという結果と対照的であ
る．2.の結果は，dが定数であれば最小化問題は多項式
時間で解けることを示している．また，3.の結果は，2.
を利用することで得られる．最後に，4.の結果は，最大
化問題も計算困難であることを示している．
本論文の構成は以下の通りである．2 章では, 正モ

ジュラ関数最小化問題の計算困難さを示す．3章では, D
が f の値域である場合，O(ndT f + n2d+1)時間で最小化問
題を解くアルゴリズムを与える．4章では，正モジュラ
関数最大化問題について考える．ページ数の都合上，い
くつかの証明を省略する．証明の詳細は [10] を参照さ
れたい．

2 正モジュラ関数最小化問題の計算困難性

Vを有限集合とし, n = |V|とする. f : 2V → Rを正モ
ジュラ関数とする．X = Yのとき (1.1)は f (X) + f (X) ≥
f (∅) + f (∅)であることから，任意の正モジュラ関数 f に
おいて，すべての X ⊆ Vは f (X) ≥ f (∅)をみたす．本論
文では，f (∅) = 0と仮定する (そうでないときは f (X)を
f (X) − f (∅)と定義し直して考えればよい)．
本章では，正モジュラ関数最小化問題を解くのに必要
なオラクル呼び出し回数について考察する．

g : 2V → R+ を，任意の X ⊆ Vに対して g(X) = |X|で
ある集合関数とする. gは単調 (X ⊇ Yである X,Y ⊆ V
に対して g(X) ≥ g(Y))なので，明らかに正モジュラであ
る．k ≤ n/2である正整数 kに対して，Sを |S| = 2kで
ある Vの部分集合とする．集合関数 gS : 2V → R+ を

gS(X) =

{
2k− |X| (X ⊆ S, |X| ≥ k + 1の場合)
g(X) (それ以外)

と定義する．このとき，gS も正モジュラである．

主張 2.1 gS は正モジュラ関数である. 2

G = {g} ∪ {gS | S ⊆ V, |S| = 2k}とする. 以下では， G

に含まれる正モジュラ関数を区別するために指数回のオ
ラクル呼び出しが必要であることを示す．
S = {S ⊆ V | |S| = 2k}，T = {T ⊆ V | k + 1 ≤ |T | ≤ 2k}

とする. ここで，次の整数計画問題を考える．

minimize
∑

T∈T zT

subject to
∑

T∈T :T⊆S zT ≥ 1 ∀S ∈ S,
zT ∈ {0,1} ∀T ∈ T .

(2.1)

G に属す任意の正モジュラ関数 f は，|X| ≤ k または
|X| ≥ 2k + 1のとき f (X) = g(X) をみたすことに注意さ
れたい．したがって，このような集合 Xに対するオラク
ル呼び出しは G の関数の区別に役立たない．このこと
から， T に属す集合 T に対するオラクル呼び出しに着
目し，次の補題を得る．

補題 2.2 qk を整数計画問題 (2.1)の最適値とする. この
とき，Gに属す正モジュラ関数を区別するのに少なくと
も qk回のオラクル呼び出しが必要である．

証明: 高々 qk − 1 回のオラクル呼び出しで G に属す
正モジュラ関数を区別するアルゴリズム Aが存在する
と仮定して，矛盾を導く．関数 gが Aの入力である場
合，Aによって呼び出される V の集合族を X で表す．
|X| ≤ qk − 1なので, Sのある集合 Sに対して，Xに属す
どの集合 Xも X * Sまたは |X| < k + 1をみたす. この
ことは，任意の X ∈ Xに対して gS(X) = g(X)が成立す
ることを意味し，Aが gと gS を区別することに矛盾す
る. 2

補題 2.2により，正モジュラ関数最小化問題を解くには
qk回のオラクル呼び出しが必要である．ここで，整数計
画問題 (2.1)を線形緩和することにより次の補題を得る．

補題 2.3 qk を整数計画問題 (2.1)の最適値とする. この
とき，qk ≥

(
n

k+1

)
/
(

2k
k+1

)
が成り立つ. 2

k ≥ 2に対して,

(
n

k+1

)
(

2k
k+1

) ≥ 2π
e2
·
( n
4k

)k+1
(2.2)

が成り立つ．このことは，スターリングの公式√
2πnn+1/2e−n ≤ n! ≤ enn+1/2e−n，および n ≥ n − k − 1
と (1 − 1

k )k−1/2 ≥ 1
2
√

2
(k ≥ 2 のとき) から得られる．

n = d4eke のとき，(2.2)の右辺は (ほぼ) 最大となり，
Ω(e

n
4e ) = Ω(2

n
7.54 )を得る．

定理 2.4 正モジュラ関数最小化問題を解くどのアルゴリ
ズムも Ω(2

n
7.54 )回のオラクル呼び出しが必要である. 2

次に，f の値域が非負整数 dに対して D = {0,1, . . . , d}
である場合について考える．定理 2.4の証明と同様に指
数回のオラクル呼び出しが必要であることを示す．

T を， |T | = bd/2cである V の部分集合とする．集合
関数 g : 2V → Dを

g(X) =

{ |X| (X ⊆ T の場合)
|T | + |T ∩ X| (それ以外)
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と定義する．2k ≤ |T | である正整数 k に対して，S を
|S| = 2k である T の部分集合とする．集合関数 gS :
2V → Dを

gS(X) =

{
2k− |X| (X ⊆ S, |X| ≥ k + 1の場合)
g(X) (それ以外)

と定義する．このとき，gと gS はともに正モジュラ関
数である． k ≥ 2かつ |T | ≈ 4ek (すなわち d ≈ 8ek) な
らば, 補題 2.2, 2.3と同様の議論により次の定理が成り
立つ．

定理 2.5 与えられた正モジュラ関数の値域が D である
とき，正モジュラ関数最小化問題を解くには Ω(2

d
15.08 )回

のオラクル呼び出しが必要である． 2

3 dが定数の場合の正モジュラ関数最小化問
題に対する多項式時間アルゴリズム

本章では，入力の正モジュラ関数の値域が {0,1, . . . , d}
に限定される場合を考え，dが定数ならば正モジュラ最
小化問題が多項式時間で解けることを示す．まず，d ≤ 3
の場合，半極点集合と呼ばれる集合の縮約操作を繰り返
すことで問題が効率的に解けることを示し，その後 一
般の dに対して O(ndT f + n2d+1) 時間アルゴリズムを与
える．
この章を通じて，問題の最適解を f の最小解と呼ぶ．

3.1 d ∈ {0,1,2,3}の場合
f : 2V → {0,1, . . . , d} を集合関数とし, sを V に属

さない要素とする. S ⊆ V に対して, f ′ : 2(V\S)∪{s} →
{0,1, . . . ,d}を，

f ′(X) =

{
f (X) (s < Xの場合)
f ((X \ {s}) ∪ S) (s ∈ Xの場合)

である関数とする．このとき， f ′ は f から集合 Sを要
素 sに縮約することで得られるという．ここで，正モ
ジュラ関数から縮約により得られる関数も正モジュラで
あることに注意されたい．V の空でない真部分集合 X
のすべての空でない真部分集合 Yが f (Y) ≥ f (X)をみた
すとき，Xは半極点集合と呼ばれる．次の補題は，どの
半極点集合を縮約しても影響を受けない f の最小解が少
なくとも一つ存在することを示唆する．

補題 3.1 f を正モジュラ関数とする. 任意の半極点集合
Xに対して, Y ⊇ Xまたは X ∩ Y = ∅をみたす f の最小
解 Yが存在する． 2

次の補題は，d ≤ 3ならば，サイズ 2の集合を高々 n
回縮約することで f の最小解が求められることを示す．

補題 3.2 d ≤ 3の場合, |X| = 2である半極点集合 Xが存
在するか，|Y| ∈ {1,n− 1,n}である f の最小解 Yが存在
する． 2

この補題により，次の定理を得る．

定理 3.3 d ≤ 3 の場合, 正モジュラ関数最小化問題は
O(n2T f )時間で解くことができる． 2

一方で，dが一般の場合，補題 3.2のような性質は必
ずしも成立しない．次の例では，自明でない (2要素以
上から成る)半極点集合のサイズが dに依存せず，いく
らでも大きくなり得ることを示す．

例 3.4 Sを |S| ≥ 4である V の部分集合とし， f : 2V →
{0,1, . . . , 7}を

f (X) =



0 (X = ∅,Sの場合)
1 (X ⊆ S, |X| ∈ {1, |S| − 1}の場合)
2 (X ⊆ S,2 ≤ |X| ≤ |S| − 2の場合)
2 (X ∩ S = ∅, |X| = 1の場合)
3 (X ∩ S = ∅, |X| ≥ 2の場合)
4 (X \ S , ∅, |X ∩ S| = 1の場合)
5 (X \ S , ∅,2 ≤ |X ∩ S| ≤ |S| − 2の場合)
6 (X \ S , ∅, |X ∩ S| = |S| − 1の場合)
7 (X \ S , ∅,X ∩ S = Sの場合)

と定義される正モジュラ関数とする．この例では，{S}∪
{{v} | v ∈ V} ∪ {S \ {v} | v ∈ S}が f の半極点集合の族で
ある．したがって，自明でない半極点集合のサイズは，
|S|または |S| − 1であり，これらは dと独立である．

3.2 一般の dの場合
ここでは，一般の dに対する多項式時間アルゴリズム

を与える．ただし，前節の d ≤ 3の場合と異なり，半極
点集合の縮約を用いない．その代わりに，正モジュラ性
から得られる次の性質 (補題 3.5)に着目し，双対ホーン
充足可能性問題を利用することで問題を解く．

補題 3.5 非負整数 dに対して， f : 2V → {0,1, . . . ,d}を
正モジュラ関数とする．このとき，

f (X) ≥ f (X ∪ {s}) (3.1)

をみたす集合 X ⊆ V と要素 s ∈ V \ X が存在するなら
ば，Y ∩ X = ∅である任意の集合 Yは f (Y) ≥ f (Y \ {s})
をみたす.

証明: s < Yの場合は明らかに f (Y) = f (Y \ {s}). s ∈ Y
の場合は, (1.1)より f (X∪ {s}) + f (Y) ≥ f (X) + f (Y \ {s})
であることから, f (Y) ≥ f (Y \ {s})が成り立つ． 2

ここで，局所的に極小な f の最小解を考える．ただし，
集合 X∗ が，任意の v ∈ X∗ に対して，f (X∗) < f (X∗ \ {v})
であるとき，X∗ を局所的に極小という．1点からなる最
小解が存在しなければ，局所的に極小な最小解は必ず存
在し，そのサイズは 2以上であることに注意されたい．

(3.1)をみたす集合 X ⊆ V と要素 s ∈ V \ Xを考える．
補題 3.5により，任意の局所的極小集合 X∗は，X∗∩X = ∅
ならば必ず s < X∗ をみたす．これを論理式として表現
するために，論理変数 xv, v ∈ Vを導入し，論理ベクトル
x ∈ {0,1}V を Sx = {v ∈ V | xv = 1}と同一視する (換言す
ると，xは Sx の特性ベクトル)．このとき，上記の局所
的極小集合 X∗ に関する性質は

xv = 0 (v ∈ X)ならば,必ず xs = 0が成り立つ, (3.2)

と表現できる．この (3.2)は，双対ホーン節
∨

v∈X
xv ∨ xs. (3.3)
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をみたすことと同値である．ただし，論理変数 xv また
はその否定 xv のことをリテラルといい，リテラルが論
理和で結合された論理式 c =

∨
v∈P(c) xv ∨ ∨

v∈N(c) xv は，
P(c) ∩ N(c) = ∅のとき，節と呼ばれる．特に，高々一つ
の負リテラルをもつ節を双対ホーン節という．

(3.1)をみたす Xと sのペアが多ければ，対応するルー
ル (3.3)により局所的極小最小解を見つけるための探索
空間を減らすことができる．これらに対応する (3.3)は
双対ホーン CNFとして表現できるため，その充足可能
性問題は (入力サイズの)線形時間で解け，すべての充足
解は線形時間遅延 (換言すると，連続する二つの解を出
力する間隔が線形時間)で列挙できる [20].ただし，節を
論理積により結合した論理式を論理積標準形 (CNF)と
呼び，特に各節が双対ホーン節である CNFを双対ホー
ン CNFと呼ぶ．一方，このような Xと sのペア数は一
般に nの指数である．本論文では，以下の 1. –3.の条件
をみたす Xと sのペア集合 Pの構成法を示す (ただし，
dは定数とする)．

1. |P|は nの多項式オーダー.
2. 対応する双対ホーン CNFの充足解の数は nの多項
式オーダー.

3. Pを多項式時間で計算可能である.

定義 3.6 Xを k = |X|である V の部分集合とする．任意
の i = 1,2, . . . , kに対して f (Xi) > f (Xi−1)をみたす集合
の列 X0 (= ∅) ( X1 ( · · · ( Xk (= X) が存在するとき, X
は (∅から )到達可能であるといい，そうでないとき到達
不可能という．

定義より，∅は到達可能である．真部分集合がすべて到
達可能であるような到達不可能集合は極小と呼ばれる．
極小到達不可能集合の族を U で表す．到達可能性の定
義から次の補題を得る．

補題 3.7 U ∈ U を極小到達不可能集合とする．すべて
の u ∈ U に対して f (U) ≤ f (U \ {u})である． 2

補題 3.8 X∗ を正モジュラ関数 f に関して局所的に極小
な集合とする．このとき，X∗ の特性ベクトルは，

ϕ f =
∧

U∈U

∧

s∈U
(

∨

u∈U\{s}
xu ∨ xs) (3.4)

で定義される双対ホーン CNFを充足する． 2

以上の議論より，次のアルゴリズムは正モジュラ関数の
最小解を出力する．

アルゴリズム MP( f )

ステップ 1. f ({v∗}) = min{ f ({v}) | v ∈ V}をみたす 1点集
合 {v∗}を計算する．
ステップ 2. |Sx| ≥ 2かつ ϕ f (x) = 1をみたす集合 Sx の
中で f -値が最小のもの Sx∗ を計算する.

ステップ 3. f ({v∗}) ≤ f (Sx∗)ならば {v∗}を出力し，そう
でなければ Sx∗ を出力し，停止する． 2

以下では， ϕ f の節数，充足解数がともに (dを定数と
するとき) nの多項式オーダーであることを示す．

まず，次の補題で極小到達不可能集合に関する基本的
な性質を示す．ただし，集合 I ⊆ Vは，U に属すどの集
合も含まないとき，U と独立であるという．
補題 3.9 正モジュラ関数 f : 2V → {0,1, . . . ,d} に対し
て,次の三つの性質が成り立つ．

(i) 任意の U ∈ U は 1 ≤ |U | ≤ d + 1をみたす．
(ii ) U と独立な任意の集合 I は |I | ≤ dをみたす．
(iii ) 一点集合 {u}がUに属すならば, f ({u}) = 0が成立

し，従って {u}は f の最小解である. 2

補題 3.9 (i)により，d < n/2のとき |U| = O(
(

n
d+1

)
),そう

でないとき O(
(

n
n/2

)
)である．すなわち，|U| = O(nd+1/d)

が成り立つ．
ここで， ϕ f の充足解数を解析する．議論を簡単にす

るため，確定ホーン CNFϕ f (x)を考える．ただし，xは
xの否定を表し，各節に含まれる正リテラルの数が丁度
一つである CNFを確定ホーン CNFと呼ぶ．ϕ f (x) = 1
である集合 Sx は局所的極小な f の最小解の補集合の
候補であることに注意する．確定ホーン CNF ϕ と集合
T ⊆ V に対して，以下に示す前向き鎖手続き (forward
chaining procedure, FCP)は ϕ の充足解を求める方法と
してよく知られている [2, 7]．

手続き FCP(ϕ; T)

ステップ 0. Q := T とする.

ステップ 1. ϕにおいて，N(c) ⊆ Qかつ P(c) ∩ Q = ∅を
みたす節 cが存在するかぎり，次の手続きを行う．

Q := Q∪ P(c).

Step 2. Qを FCP(ϕ; T)として出力し，停止する. 2

任意の集合 T に対して T ⊆ FCP(ϕ; T) が成り立ち，
T ⊆ T′ ならば FCP(ϕ; T) ⊆ FCP(ϕ; T′) が成り立つこ
とに注意されたい．さらに，確定ホーン CNF ϕ に対
して，T が ϕ の充足解に対応する (換言すると T の特
性ベクトルが ϕ の充足解) ならば，そのときに限り，
T = FCP(ϕ; T) であることが知られている [2, 7]．この
ことは，任意の集合 T に対する FCP(ϕ; T)は ϕの充足
解に対応し，ϕの任意の充足解 αに対応する集合 T (換
言すると Sα = FCP(ϕ; T))が存在することを示唆する．
以下では，ϕ f (x)の任意の充足解 αに対して，|T | ≤ d

かつ Sα = FCP(ϕ f (x); T)をみたす集合 T が存在するこ
とを証明する．この性質は，ϕ f の充足解の数は

∑d
i=0

(
n
i

)

以下であることを示唆する．
ϕ(x)の充足解 αに対して,Uα = {U ∈ U | U ⊆ Sα}と
し，I ⊆ Sα を，Uα と独立な Sα の部分集合で極大なも
のとする (すなわち，任意の v ∈ Sα \ I に対して I ∪ {v}
は Uα と独立でない)．∅は Uα と独立であることから，
そのような集合 I は必ず存在することに注意されたい．

補題 3.10正モジュラ関数 f : 2V → {0,1, . . .d} に対し
て，α を ϕ f (x) の充足解，I を補題の直前で定義される
集合とする. このとき Sα = FCP(ϕ f (x); I )が成立する.

証明: I = Sα ならば，α が ϕ f (x) の充足解であること
から，Sα = FCP(ϕ f (x); Sα) である．Sα \ I , ∅ の場合
を考える．このとき， 任意の要素 v ∈ Sα \ I に対して,
I ∪ {v}はUα と独立でない．すなわち，ある U ∈ Uα が
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U \ I = {v}をみたす．このことは，ϕ f (x)が，P(c) = {v}
かつ N(c) = U \ {v} (⊆ I )をみたす節 cを含むことを示唆
する．これらのことから，FCP(ϕ f (x); I )は Sα \ I に属す
すべての点 vを含み，Sα ⊆ FCP(ϕ f (x); I ) が成り立つ．
一方， I ⊆ Sα かつ αは ϕ f (x)の充足解であることから，
Sα = FCP(ϕ f (x); I )である. 2

補題 3.11正モジュラ関数 f : 2V → {0,1, . . . d} に対し
て, |{x ∈ {0,1}n | ϕ f (x) = 1}| ≤ ∑d

i=0

(
n
i

)
(= O(nd)) が成り

立つ.

証明: 補題 3.10より, ϕ f の任意の充足解 α に対して，
Sα = FCP(ϕ f (x); I )であり，Uα と独立な集合 I が存在
する．I はU とも独立なので,補題 3.9より |I | ≤ dが成
り立ち，補題が証明される． 2

注意 3.12補題 3.10は，MP( f )のステップ
2が |T | ≤ dであるすべての集合 T ⊆ Vに対して FCPを
適用することで実行されることを示唆する. 各 T に対し
て, FCP(ϕ f (x); T) は U を用いて O(d|U|) = O(nd+1) 時
間で計算できる．したがって，U を計算した後，ステッ
プ 2は O(nd(nd+1 + T f )) = O(n2d+1 + ndT f )時間で実行で
きる.

以上の議論より次の定理を得る．

定理 3.13一般の dに対して, 正モジュラ関数最小化問
題は O(ndT f + n2d+1)時間で解ける．

証明: MP( f ) の計算時間を解析する. 明ら
かに，ステップ 1と 3はそれぞれ O(nTf )時間，O(n)時
間で実行できる．ステップ 2に関して，極小到達不可能
集合族 U は O(ndT f + nd+1) 時間で計算できる. このと
き，U を計算するのに，サイズ d以下の集合の f -値を
知っていれば十分で，サイズ d + 1の集合の f -値は必要
ないことに注意する．このことと注意 3.12より，ステッ
プ 2は O(ndT f + n2d+1)時間で計算できる． 2

定理 3.13の系として,次の結果が得られる．

系 3.14正モジュラ関数 f : 2V → {0,1, . . . , d}に対して,
MP( f ) により O(ndT f + n2d+1) 時間で最小
解を見つけた後，O(nTf ) 時間遅延ですべての f の最小
解を列挙できる． 2

系 3.15正モジュラ関数 f : 2V → {0,1, . . . , d}に対して,
O(ndT f + n2d+1) 時間で f の極点集合族 X( f ) を計算で
きる． 2

4 正モジュラ関数の最大化

本章では，次に定義される正モジュラ関数最大化問題
について考える．

正モジュラ関数最大化問題

入力: 正モジュラ関数 f : 2V → R,

出力: f (X∗) = maxX⊆V:X,∅ f (X)をみたす ∅ , X∗ ⊆ V.

ここで，最適値 f (X∗)も出力されると仮定する．最小化
問題の場合と同様に，この問題も一般の場合計算困難で
ある．

定理 4.1 正モジュラ関数最大化問題を解くどのアルゴリ
ズムも 2n−1回のオラクル呼び出しが必要である.

証明: まず nが偶数の場合について考える．正整数 kに
対して，n = 2kとする．g : 2V → R+ を，|X| ≤ k − 1
のとき g(X) = |X|，それ以外のとき g(X) = kである集
合関数とする．|S| ≥ k である集合 S ⊆ V に対して，
gS : 2V → R+ を， X , Sのとき gS(X) = g(X)，X = S
のとき gS(X) = k + 1である集合関数と定義する．この
とき，g, gS ともに正モジュラである．

q =
∑n

i=k

(
n
i

)
(≥ 2n−1)とする. 高々 q− 1回のオラクル

呼び出しで正モジュラ関数最大化問題を解くアルゴリ
ズム Aが存在すると仮定する．関数 gが Aの入力であ
る場合，Aによって呼び出される V の集合族を X で表
す．|X| ≤ q − 1より，S < X かつ |S| ≥ k をみたす集
合 Sが存在する．このことは，任意の X ∈ X に対して
gS(X) = g(X)が成立することを意味し，Aが gと gS を
区別することに矛盾する (言い換えると，Aは最適値が
kか k + 1か判別できない).

nが奇数の場合については，非負整数 kに対して n =

2k+1とし，g : 2V → R+を，|X| ≤ kのとき g(X) = |X|，そ
れ以外のとき g(X) = k+1である集合関数とし，|S| ≥ k+1
である集合 S ⊆ V に対して，gS : 2V → R+ を， X , S
のとき gS(X) = g(X)，X = Sのとき gS(X) = k + 2であ
る集合関数とすることで，同様に証明できる． 2

次に，非負整数 dに対して f : 2V → {0,1, . . . , d}であ
る場合について考える．このとき，正モジュラ関数の最
大化問題の計算の複雑さに関して次のタイトな性質が成
り立つ．

定理 4.2 f : 2V → {0,1, . . . , d}に対する正モジュラ関数
最大化問題は，定数 dに対して，Θ(nd−1T f )時間で解く
ことができる． 2

次の補題は，問題の計算量の下界に関するものであ
る．上界に関しては次の節で示す．

補題 4.3 n ≥ 2d − 2の場合， f : 2V → {0,1, . . . , d}に対
する正モジュラ関数最大化問題を解くには，Ω(nd−1) 回
のオラクル呼び出しが必要である．

証明: g : 2V → {0,1, . . . ,d} を，|X| ≤ d − 2 のとき
g(X) = |X|，|X| ≥ d − 1のとき g(X) = d − 1と定義され
る集合関数とする．|S| ≥ n− d + 1 (≥ d − 1)である集合
S ⊆ Vに対して，gS : 2V → {0,1, . . . , d}を，X , Sのと
き gS(X) = g(X)，X = Sのとき gS(X) = dと定義される
集合関数とする．このとき， g, gS ともに正モジュラで
ある．さらに，{g}∪ {gS | S ⊆ V, |S| ≥ n−d+1}に属す関
数を区別するために，少なくとも

∑n
i=n−d+1

(
n
i

)
= Ω(nd−1)

回のオラクル呼び出しが必要であることを示すことがで
きる (証明は省略)． 2

4.1 定数 dに対する多項式時間アルゴリズム
ここでは，定数 dに対して，正モジュラ関数最大化問

題が O(nd−1T f )時間で解けることを示す．問題の最適解
を， f の最大解と呼ぶ．

補題 4.4 f : 2V → {0,1, . . . , d} を正モジュラ関数とす
る．このとき，任意の極大な最大解 Sは |S| ≥ n− dを
みたす． 2
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サイズが n− d + 1以上の f の最大解が存在する場合は，
|X| ≥ n − d + 1であるすべての集合 X を調べることで
極大な f の最大解をO(nd−1T f )時間で見つけることがで
きる．
以下では，サイズが n−d+ 1以上の f の最大解が存在

しない場合を考える．このとき，次の補題が成り立つ．

補題 4.5 サイズが n− d + 1以上の f の最大解が存在し
ないと仮定する．

(i) |S1| = |S2| = dをみたす，互いに素な最大解 S1,S2

が存在する.
(ii ) S を |S| = d である f の最大解とし，X を |X| =

f (X) = d − 1 かつ X ∩ S = ∅ である V の部分集
合とする．このとき， f (X ∪ {v}) = d である要素
v ∈ V \ (S ∪ X)が存在する． 2

補題 4.6 X を，サイズ d の任意の最大解 S に対して
X∩S , ∅をみたす，サイズ d− 1の集合 Xの族とする．
このとき，サイズが n− d + 1以上の f の最大解が存在
しないならば，|X| = O(nd−3)が成り立つ.

証明: 補題 4.5(i)より, |S1| = |S2| = dかつ S1∩S2 = ∅を
みたす二つの最大解 S1と S2が存在する．明らかに，|X|
は，X∩S1,X∩S2 , ∅をみたすサイズ d−1の集合 Xの数
以下である．この Xの数は

∑
i, j>0,i+ j≤d−1

(
d
i

)(
d
j

)(
n−2d

d−1−i− j

)
=

O(nd−3)である． 2

定数 cは，補題 4.6の Xに対して，|X| ≤ cnd−3をみた
すものとする．以上の性質から，集合族 X1 = {X ⊆ V |
|X| = d−1, f (X) = d−1}からmin{cnd−3 + 1, |X1|}個の集
合を調べることで，ある要素 v ∈ V \Xに対して，X∪ {v}
が f の最大解である集合 X ∈ X1 を求められる．した
がって， O((nd−1 + n|X|)T f ) = O(nd−1T f ) 時間で f の最
大解を見つけることができる．
これらの性質に基づき，次の定理を得る．

定理 4.7 f : 2V → {0,1, . . . , d}に対する正モジュラ関数
最大化問題は，定数 dに対して，O(nd−1T f )時間で解く
ことができる． 2
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