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1.はじめに

カードゲームにおいて使用される遊戯用カードには，
トランプ，花札，UNO，トレーディングカードなどさ
まざまな種類が存在する．このようなカードを使用し
たゲーム内において，プレイヤが次に引くカードが予
測できないようデック（山札）をシャッフルすることが
通常である．このようにシャッフルには “デックの並び
を不規則にすることで積み込み等の不正を防止し，ゲー
ムの公平性を担保する”という目的がある [1]．シャッ
フルにはさまざまな手法が存在するが，どの手法を用
いてどれぐらいシャッフルすればデックの並びが不規
則になるのか一般的には知られていない．
しかしシャッフルに関してカードの変動距離を用い
て解析した研究 [2] -[7]がいくつか存在する．例えばリ
フル・シャッフルでは 7回あたりで急にデックがよく混
ざるということが明らかとなっており，これはマルコ
フ連鎖におけるカット・オフ現象と呼ばれている．一
方日本においてシャッフルに関する文献は僅少である
が，複数のシャッフルを組み合わせたシミュレーション
結果から 2値（白，黒）のビットマップ画像へと可視
化し，効果的な組み合わせについて分析した研究 [8]が
ある．ただしこの研究ではシャッフルの組み合わせの
特徴に関して言及されているが，シャッフル結果に関
して定量化されていないため，どの組み合わせがもっ
とも効果的であるのか結論付けられていない．
そこで本研究では先行研究 [8]をベースに主に次の 2
つの変更点を加えた．ひとつ目はシャッフルの可視化
に 2値（白，黒）ではなく 3値（赤，白，青）を用い
た点である．先行研究 [8]で用いられた 2値ではカード
の「偏りやすい位置」しか分からなかったが，3値を用
いることで「偏りにくい位置」についても視覚的に判
断することができる．ふたつ目はシミュレーションか
らデックの収束率を定義し，シャッフル結果を定量化し
た点である．これにより複数のシャッフル結果（単独の
シャッフルあるいは複数の組み合わせ）の優越を比較
することができる．本研究の目的はシャッフル結果の
可視化と定量化を行い，どのシャッフルの組み合わせ
がもっとも効果的であるか検討することである．
以下，2 章では本研究で取り扱う 3 つのシャッフル
手法について説明する．3章ではシャッフル結果の可視
化と定量化の手順について説明する．4章では単独の
シャッフル試行について考察する．5章では効果的な複
数のシャッフルを組み合わせについて考察する．6章で
は本研究のまとめと今後の課題について述べる．
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2.一般的なシャッフル手法

本章では一般的に広く使用されているシャッフル手
法について説明する．まずデックのカード枚数を nと
置き，デックの上から順に i = {1, 2, · · · , n} を与え
る．次にカード iをデックの上から ji = {1, 2, · · · , n}
番目に並べ替える操作を置換 π とする．このとき π :
{1, 2, · · · , n} → {1, 2, · · · , n}は全単射であり，

π =

(
1 2 · · · n
j1 j2 · · · jn

)
(1)

と表すことができる [9]．
以下の節ではこの表記を用いて 3つのシャッフル手
法（ヒンズー・シャッフル，リフル・シャッフル，ディー
ル・シャッフル）について説明する．なお本稿では特に
説明がない限り，デックはジョーカーを省く 52枚のト
ランプ（n = 52）を表す．またシャッフルの過程にお
いてデックをいくつかに分割したものをパケットと呼
び，任意のパケットのカード枚数を uと置く．

2.1.ヒンズー・シャッフル
ヒンズー・シャッフル（Hindu Shuffle）ではまず右
手にデックを持ち，デックの上から u = 10程度のパ
ケットを左手で抜き取り移動させる．次も同様に右手
に残ったデックの上から左手で同程度のパケットを抜
き取り，先程抜き取った左手のパケットの上に重ねる．
この動作を右手のデックがなくなるまで繰り返す．例
えば n = 10に対するヒンズー・シャッフルは次式の置
換を行う（u = 3の場合）．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
8 9 10 5 6 7 2 3 4 1

)
(2)

ヒンズー・シャッフルは日本を含め広く東洋で行われ
るシャッフルであり，「ヒンズー」という名は欧米にお
いてインドの奇術家たちがこのシャッフルをよく用い
たことに由来する．しかしヒンズー・シャッフルは短時
間で行うことができる反面，ある程度の回数ではカー
ドがよく切り混ざらないという欠点もある [1]．

2.2.リフル・シャッフル
リフル・シャッフル（Riffle Shuffle）ではまずデック
を 2つのパケットに分割し，右手と左手でそれぞれの
パケットを持つ．次にそれぞれのパケットを手で反ら
しながらカードをリフル（パラパラと落とすこと）さ
せ交互に重ね合わせていく．例えば n = 10に対するリ
フル・シャッフルは次式の置換を行う（u = 5の場合）．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 3 5 7 9 2 4 6 8 10

)
(3)

リフル・シャッフルではこのように 2つに分割したパ
ケットから交互にカードが挿入されるため，デックの
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中心部に位置するカードほど移動距離が長くなるとい
う性質がある．ただし完全にカードを交互にすること
（これをパーフェクト・シャッフルという）は熟練した
技術を要するため，多くの場合ある程度のカードが重
なった状態でリフルされることになる．

2.3.ディール・シャッフル
ディール・シャッフル（Deal Shuffle）ではまずデッ
クの上から 1枚ずつ d箇所にカードを順番に配置して
いく（2周目以降はパケットの上に重ねる）．次にこの
動作を繰り返しすべてのカードを配り終えたら，d個
のパケットを任意の順序で重ねて 1つのデックにまと
める．例えば n = 10に対するディール・シャッフルは
次式の置換を行う（d = 3，カードを配布した順序でパ
ケットを重ねた場合）．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 7 10 3 6 9 2 5 8 1

)
(4)

ディール・シャッフルを行うにはある程度のスペース
が必要であり，シャッフルに時間がかかるという欠点
がある．またシャッフル結果が {n，d，パケットを重ね
る順序 }によって一意に決定されるという性質がある．
このうち「パケットを重ねる順序」に特に決まりはな
く，全部で d!通りの順序が存在する．

3.可視化手順と定量化手法

2 章で説明した 3 つのシャッフル手法をシミュレー
ションに実装する．ここでは「単独のシャッフルをm
回繰り返して試行する一連の操作」あるいは「複数の
シャッフルを m回組み合わせて試行する一連の操作」
を
、
　１
、
　回
、
　のシミュレーションとし，S回の独立したシャッ

フル結果を合算したデータに対して可視化および定量
化を行う（1回ごとにデックは初期化される）．なおシ
ミュレーションの開発言語には Pythonを使用した．
以下の節ではシミュレーション結果を可視化するた
めの 3つの手順と定量化手法について説明する．

3.1.手順 1：n次正方行列 PS の算出
まずS回のシャッフル結果において「デックの i番目の
カードが j番目に移動した累積値」を ti,j（0 ≤ ti,j ≤ S）
と置き，1回のシミュレーションごとに該当する n箇
所すべての ti,j に 1を加算する．例えば図 1のように
デックの 1番目 (i = 1)のカード ♣Aが 5番目 (j = 5)

図 1: 1回のシミュレーションにおける ti,j の加算

へ移動した場合，t1,5 に 1を加算する．このようにし
て S 回のシャッフル結果から ti,j を得ることができる．
次にデック全体の ti,j を n次正方行列 TS と置き，

TS =


t1,1 t1,2 t1,3 . . . t1,n
t2,1 t2,2 t2,3 . . . t2,n
t3,1 t3,2 t3,3 . . . t3,n
...

...
...

. . .
...

tn,1 tn,2 tn,3 . . . tn,n

 (5)

として表す．さらに「デックの i番目のカードが j 番
目に移動した頻度」は ti,j/S と表すことができ，これ
を pi,j（0 ≤ pi,j ≤ 1）と置く．ここでデック全体の pi,j
を n次正方行列 PS と置き，

PS =
TS

S
=


p1,1 p1,2 p1,3 . . . p1,n
p2,1 p2,2 p2,3 . . . p2,n
p3,1 p3,2 p3,3 . . . p3,n
...

...
...

. . .
...

pn,1 pn,2 pn,3 . . . pn,n

 (6)

として表す．このようにして S 回のシャッフル結果か
ら n次正方行列 PS を算出する．

3.2.手順 2：評価基準となる ϵの算出
あるシャッフル手法が “デックの並びを不規則にでき
る”と仮定したとき，上記の PS においてすべての pi,j
は 1/nへ収束する（Sが十分に大きい場合）．ここでシ
ミュレーションでは Random関数を用いることでこれ
を実現することができる（以下これをランダム・シャッ
フルと呼ぶ）．つまりランダム・シャッフルにおいてす
べての pi,j ∈ P∞ は均等に 1/nとなる．これを利用し
て任意のシャッフル結果 P∞ に対して非常に小さい正
数 ϵが与えられたとき，pi,j が 1/nに対して ϵ以上離
れる確率からシャッフルの収束率（後述）を求める．
まず任意のシャッフル結果 PS の確率モデル Ωにお
いて，次のような事象 E を考える．

E =「 pi,j と
1

n
との差が ϵ 以上 」 (7)

次に確率モデルΩにおけるすべての標本点 ωに対して
この事象 E を集合の表記で表すと

E =

{ ∣∣∣∣pi,j − 1

n

∣∣∣∣ ≥ ϵ となる ω

}
(8)

となる．このとき事象 E における確率 p(E)に対して
次式が成り立つ．

lim
S→∞

p(E) = 0 (9)

しかし現実には S → ∞とすることは不可能であるた
め，S → 104 として式 (9)を次式に置き換える．

lim
S→104

p(E) = 0 (10)

ここでランダム・シャッフルでは ϵ ≥ 0.005であるとき
式 (10)を満たすことがシミュレーションより明らかに
なった．そのため任意のシャッフル結果 P104 において
ϵ = 0.005の条件下で式 (10)を満たすとき，これがラ
ンダム・シャッフルと相違ない結果であると評価する．
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3.3.手順 3：画像への変換と定量化手法
任意のシャッフル結果における pi,j ∈ P104 に対して
手順 2の式 (8)を変形させた判別式 (11)～(13)を当て
はめ，判別結果からすべての pi,j を次に示す 3つのパ
ターン {1, 0,−1}のいずれかに置換する．
パターン 1：1/nとの差が ϵ以上である場合

pi,j が次式を満たすとき，これを 1に置換する．

ϵ ≤ pi,j −
1

n
(11)

これはランダム・シャッフルと比較して pi,j が十
分に大きい場合である．つまりこの位置にカード
が偏りやすい性質があることを示唆している．

パターン 2：1/nとの差が ±ϵ範囲内にある場合
pi,j が次式を満たすとき，これを 0に置換する．

−ϵ < pi,j −
1

n
< ϵ (12)

これはランダム・シャッフルと比較して pi,j が許
容範囲内にある場合である．つまりこの位置にほ
ぼ 1/nの頻度でカードが挿入される性質があるこ
とを示唆している．

パターン 3：1/nとの差が −ϵ以下である場合
pi,j が次式を満たすとき，これを −1に置換する．

pi,j −
1

n
≤ −ϵ (13)

これはランダム・シャッフルと比較して pi,j が十
分に小さい場合である．つまりこの位置にカード
が挿入されにくい（あるいはまったく挿入されな
い）性質があることを示唆している．

次に {1}→ {赤 }，{0}→ {白 }，{−1}→ {青 }へと
それぞれの pi,j をビットマップ化し，P104 全体を n×n
の 3値ビットマップ画像へと変換する．そのため式 (6)
のPSと同様に，3値ビットマップ画像の縦軸は「シミュ
レーション前の位置 i」，横軸は「シミュレーション後
の位置 j」を表し，左上が (i, j) = (1, 1)となる．
ここで 3値ビットマップ画像における白ビット数を

wと置き，収束率 C を次式として定義する．

C :=
白ビット数 w

全体のビット数 n2
(14)

このようにシャッフル結果を収束率 C として定量化す
ることで，複数のシャッフル結果を比較することが可
能となる．本研究ではシャッフル結果 P104 において
C = 1.000を満たすとき，このシャッフル（単独または
組み合わせ）がランダム・シャッフルと相違ない手法で
あり，デックがランダムな状態になったと評価する．

4.単独のシャッフル試行における結果

単独のシャッフル手法を用いて求めたシャッフル結果
P104を 3値ビットマップ画像へと変換し，それぞれの手
法がもつ性質について考察する．4.1節ではヒンズー・
シャッフル，4.2節ではリフル・シャッフル，4.3節では
ディール・シャッフルの単独試行の結果について述べる．

4.1.ヒンズー・シャッフルの単独試行
ヒンズー・シャッフルにおいてデッキから抜き出す
カード枚数は正規分布 N(10, 5/3)に従うものとする．
このモデルに従いシャッフル結果 P104 を可視化した 3
値ビットマップ画像を図 2に示す．図 2(1)-(45)におけ
るそれぞれのタイトルには「シャッフルの試行回数m」
と「収束率C（白ビット数w）」を表記している（図 3，
図 4も同様である）．また 3つのシャッフルの試行回数
mと収束率 C との関係を図 5に示す．
ヒンズー・シャッフルには 2.1節で説明したとおり，
左手で抜き出すパケットの位置がデックの中心を対称
に入れ替わるという性質がある．そのためシャッフル
前にデックの上部にあったカードはシャッフル後に下
部に配置されやすく（またはその逆も然り），デック
の中心部にあったカードほどその位置はあまり変化し
ない．このような性質をもつため図 2を見ると，3値
ビットマップ画像の中心点を (x, y) = (0, 0)としたと
き，mが奇数のときには y = x，mが偶数のときには
y = −xに対してほぼ線対称となっていることがわか
る．しかしmの増加とともにデックの中心部から徐々
に白色に近づき，m ≃ 10で中心部はほぼ 1/n± ϵへ収
束している．さらにmが増加するとデックの上・下部
でも収束箇所が拡大していき，m = 45においてはじめ
て C = 1.000(2704)となった．また図 5を見ても，ヒ
ンズー・シャッフルでは Lに比例して C が緩やかな曲
線を描いて上昇していることがわかる．
以上の結果から，ヒンズー・シャッフル単独ではシャッ
フルの効率は決して良くないが，おおよそm = 45周
辺においてデックがランダムな状態になるといえる．

4.2.リフル・シャッフルの単独試行
リフル・シャッフルにはGilbert-Shannon-Reeds
モデル [10][11]（以下これをGSRモデルと呼ぶ）を用
いる．GSRモデルによるリフル・シャッフルの手順は
次のとおりである．まずデックを二項分布に従い 2つ
のパケットに分割し，それぞれのカード枚数を a，bと
置く．次に aからは a/(a+ b)，bからは b/(a+ b)の確
率でカードをリフルさせる．この操作を 2つのパケッ
トのカード枚数が 0になるまで繰り返す．
このGSRモデルに従いシャッフル結果P104を可視化
した 3値ビットマップ画像を図 3に示す．リフル・シャッ
フルには 2.2節で説明したとおり 2つのパケットから
交互にカードが挿入されるという性質がある（GSRモ
デルでは完全に交互ではない）．そのため図 3(1)のよ
うにm = 1では赤色のラインが 2本現れる（交互にリ
フルするほどこのラインは細くなる）．これは「デッ
クの上部から中央部までのカード」と「デックの中央
部から下部までのカード」がそれぞれデック全体に広
がって移動する傾向があることを示唆している．
さらに図 3(2)のように m = 2ではラインが 4本現
れているため，m = 3ではラインが 8本（2m）になる
と推測できる．しかし図 3(3)を見ると中心部の多くの
ラインは消滅し，C が急激に上昇していることがわか
る（図 5からも明らかである）．これはmの増加にと
もないそれぞれのラインの重なり合う面積が広くなり，
この部分が 1/n ± ϵへ収束しているためであると考え
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(1) m = 1

0.058(156)

(2) m = 2

0.131(353)

(3) m = 3

0.211(571)

(4) m = 4

0.240(650)

(5) m = 5

0.315(852)

(6) m = 6

0.361(977)

(7) m = 7

0.414(1120)

(8) m = 8

0.453(1226)

(9) m = 9

0.482(1303)

(10) m = 10

0.506(1367)

(11) m = 11

0.536(1449)

(12) m = 12

0.554(1498)

(13) m = 13

0.580(1568)

(14) m = 14

0.619(1673)

(15) m = 15

0.636(1719)

(16) m = 16

0.673(1820)

(17) m = 17

0.703(1900)

(18) m = 18

0.736(1991)

(19) m = 19

0.769(2079)

(20) m = 20

0.797(2155)

(21) m = 21

0.833(2252)

(22) m = 22

0.858(2320)

(23) m = 23

0.880(2379)

(24) m = 24

0.912(2467)

(25) m = 25

0.933(2523)

(26) m = 26

0.941(2545)

(27) m = 27

0.956(2585)

(28) m = 28

0.970(2622)

(29) m = 29

0.979(2646)

(30) m = 30

0.980(2651)

(31) m = 31

0.990(2676)

(32) m = 32

0.992(2682)

(33) m = 33

0.994(2689)

(34) m = 34

0.992(2683)

(35) m = 35

0.998(2698)

(36) m = 36

0.998(2699)

(37) m = 37

0.996(2694)

(38) m = 38

0.999(2700)

(39) m = 39

0.997(2697)

(40) m = 40

0.996(2694)

(41) m = 41

1.000(2703)

(42) m = 42

1.000(2703)

(43) m = 43

0.999(2701)

(44) m = 44

1.000(2703)

(45) m = 45

1.000(2704)

図 2: ヒンズー・シャッフルにおける可視化と定量化（m = 1, 2, · · · , 45）

(1) m = 1

0.057(154)

(2) m = 2

0.184(497)

(3) m = 3

0.834(2254)

(4) m = 4

0.958(2590)

(5) m = 5

0.984(2661)

(6) m = 6

0.996(2692)

(7) m = 7

1.000(2704)

(8) m = 8

1.000(2704)

(9) m = 9

1.000(2704)

図 3: リフル・シャッフルにおける可視化と定量化（m = 1, 2, · · · , 9）

(1) m = 1

0.000(0)

(2) m = 2

0.000(0)

(3) m = 3

0.000(0)

(4) m = 4

0.000(0)

(5) m = 5

0.000(0)

(6) m = 6

0.000(0)

(7) m = 7

0.000(0)

(8) m = 8

0.000(0)

(9) m = 9

0.000(0)

図 4: ディール・シャッフルにおける可視化と定量化（m = 1, 2, · · · , 9）

られる．これ以降もmの増加とともに残っていた上・
下部のラインも徐々に消滅していき，m = 7において
はじめて C = 1.000(2704)となった．
以上の結果から，リフル・シャッフル単独の試行はヒ
ンズー・シャッフルと比較して効率が良く，m = 3の
とき C が急激に上昇し，その後 m = 7においてデッ
クがランダムな状態となることがわかった．なお “7回
の試行でデックが良く混ざった”というシミュレーショ
ン結果は，リフル・シャッフルのカット・オフ現象に関
する先行研究 [6][7]とも結果が一致している．

4.3.ディール・シャッフルの単独試行
ディール・シャッフルにおけるパケットの配置箇所 dは
先行研究 [8]に合わせて d = 10とする．ここでカードを
配置した順番でそれぞれのパケットに k = {1, 2, · · · , d}
を割り振り，任意のパケットを dkと表記する．このと
き「d個のパケットを重ねる順序」についても先行研
究 [8]に合わせて {k の奇数順 }→ {k の偶数順 }と設
定した．つまり d = 10の場合においてパケット dk は
{d1→ d3→ d5→ d7→ d9→ d2→ d4→ d6→ d8→ d10}と
いう順序で重ね合わせることになる．
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図 5: 各シャッフルの試行回数mと収束率 C の関係

このモデルに従いシャッフル結果 P104 を可視化した
3値ビットマップ画像を図 4に示す．ディール・シャッ
フルには 2.3節で説明したとおり，シャッフルの結果が
{n，d，パケットを重ねる順序 }によって一意に決定さ
れるという性質がある．そのためディール・シャッフル
単独の試行にランダム性はまったくなく（w = 0），図
4のすべてのmにおいてC = 0.000(0)となっているこ
とがわかる（図 5からも明らかである）．またmが 3
つ置きに類似した分散傾向を示しており，mが 4の倍
数のときにほぼデックが元の状態（y = −xのライン）
に戻るという性質も読み取ることができる．
以上の結果から，ディール・シャッフルではカードを
一定の規則に従って分散させることができるが，単独
の試行にランダム性はまったくなく，他のシャッフルと
組み合わせて使用することが望ましいといえる．

5.複数のシャッフルを組み合わせた結果

4章では単独のシャッフル試行における結果について
考察し，リフル・シャッフルが最短でデックをランダム
な状態にできることが明らかとなった．続いて本章で
は複数のシャッフルを組み合わせた試行において，もっ
とも効果的な組み合わせについて考察する．
まずヒンズー・シャッフルをH，リフル・シャッフル
を R，ディール・シャッフルを Dと表記し，これらの
集合を A = {H, R, D}と置く．次に m回のシャッフ
ルを組み合わせたシミュレーション（シャッフルの重複
可）において，r = {1, 2, · · · ,m}回目のシャッフルを
Lr ∈ Aと置く．このときm回の組み合わせ Am は次
式のように直積集合で表すことができる．

Am = {(L1, L2, · · · , Lm)

| L1 ∈ A ∧ L2 ∈ A ∧ · · · ∧ Lm ∈ A} (15)

また (L1, L2) ̸= (L2, L1)であり，二項演算として可換
でないことは “シャッフル”という操作の性質からも明
らかである．以下この直積集合の表記において，m回
のシャッフルの組み合わせである (L1, L2, · · · , Lm)を
L1L2 · · ·Lmと略記する．また図の説明において例えば
「図 6(2)HR」を「(2)HR」のように略記する．
以下 5.1節では A2(m = 2)，5.2節では A3(m = 3)，

5.3節では A4(m = 4)，5.4節では A5(m = 5)による
試行でのもっとも効果的なシャッフルの組み合わせに
ついて考察する．

5.1. 2回の組み合わせA2による試行
m = 2とした場合のシャッフルの組み合わせはA2の

9通りである．すべての組み合わせにおける 3値ビッ
トマップ画像を図 6に示す．図 6を見ると C について
(2)HRがもっとも高いことがわかる．ここでHとRの
順序に着目した場合，これを逆にした (4)RHの C は
(2)HRの 1/3程度まで低下している．ただし (3)HDと
(7)DH，(6)RDと (8)DRのように組み合わせに Dを
含む場合はいずれもCは低く，順序を逆にしてもCに
大きな影響は見られない（模様の変化は見られる）．
つまり A2 において Dを含むことは効果的でないと
いうことがいえる．またこのようなDを含む組み合わ
せでは，L1 = Dでは水平方向のライン，Lm = Dで
は垂直方向のラインが現れることが特徴である（この
現象はm ≥ 3の場合にも当てはまる）．
以上の結果から，A2では (2)HRの組み合わせがもっ
とも効果的であることがわかった．しかしA2のすべて
の組み合わせにおいてデック全体に大きな偏りがある
ため，2回の組み合わせだけではまだシャッフルの効果
は低いということがいえる．

5.2. 3回の組み合わせA3による試行
m = 3とした場合のシャッフルの組み合わせはA3の

27通りである．すべての組み合わせにおける 3値ビッ
トマップ画像を図 7に示す．図 7の 1行目 (1)-(9)は図
6の先頭にHを加えたもの，図 7の 2行目 (10)-(18)は
図 6の先頭にRを加えたもの，図 7の 3行目 (19)-(27)
は図 6の先頭にDを加えたものと見なすことができる．
そのため基本的には 4章で説明した H，R，Dそれぞ
れの性質が A2 に対して反映された結果となっている．
しかし (7)HDH，(8)HDR，(16)RDH，(17)RDRの
ように，A2 と比較して格段に C が向上している組み
合わせが存在していることがわかる（特に (7)(16)は
C ≥ 0.9である）．興味深いことに，前節では「A2 に
おいてDを含むことが効果的でない」ということがわ
かったが，上記の 4つの組み合わせには共通して L2に
Dが出現している．ただしL1あるいはLmにDが出現
すると，やはりデック全体が偏りCは低いままである．
特に図 6と図 7(19)-(27)を比較すると，模様は大きく変
わっているが C はほとんど変化していないことがわか
る．このように単独のシャッフルでは常にC = 0.000(0)
となる Dであったが，他のシャッフルで挟み込んで実
行すると C が大幅に向上することがわかった．
以上の結果から，A3 では (7)HDH，(16)RDHの組
み合わせがもっとも効果的であることがわかった．ま
た Dを他のシャッフルで挟み込んで実行する組み合わ
せが効果的であることも明らかとなった．しかし 3回
の組み合わせでもデックに部分的な偏りが見られるた
め，まだシャッフル回数が不十分であるといえる．

5.3. 4回の組み合わせA4による試行
m = 4 とした場合のシャッフルの組み合わせは A4

の 81 通りである．すべての組み合わせにおける 3値
ビットマップ画像を図 8に示す．図 8の 1～3行目 (1)-
(27)は図 7の先頭に Hを加えたもの，図 8の 4～6行
目 (28)-(54)は図 7の先頭に Rを加えたもの，図 8の
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(1) HH

0.126(341)

(2) HR

0.363(982)

(3) HD

0.061(165)

(4) RH

0.115(312)

(5) RR

0.183(496)

(6) RD

0.059(160)

(7) DH

0.056(151)

(8) DR

0.063(169)

(9) DD

0.000(0)

図 6: シャッフルの組み合わせ A2(m = 2)における可視化と定量化（9通り）

(1) HHH

0.204(551)

(2) HHR

0.659(1781)

(3) HHD

0.126(341)

(4) HRH

0.450(1218)

(5) HRR

0.737(1992)

(6) HRD

0.360(973)

(7) HDH

0.918(2481)

(8) HDR

0.810(2190)

(9) HDD

0.058(156)

(10) RHH

0.172(464)

(11) RHR

0.584(1580)

(12) RHD

0.118(319)

(13) RRH

0.246(665)

(14) RRR

0.828(2240)

(15) RRD

0.184(497)

(16) RDH

0.909(2458)

(17) RDR

0.818(2213)

(18) RDD

0.057(153)

(19) DHH

0.127(343)

(20) DHR

0.356(962)

(21) DHD

0.059(160)

(22) DRH

0.123(332)

(23) DRR

0.186(504)

(24) DRD

0.060(161)

(25) DDH

0.067(181)

(26) DDR

0.058(157)

(27) DDD

0.000(0)

図 7: シャッフルの組み合わせ A3(m = 3)における可視化と定量化（27通り）

7～9行目 (55)-(81)は図 7の先頭に Dを加えたものと
見なすことができる．そのため基本的には 4章で説明
したH，R，Dそれぞれの性質がA3に対して反映され
た結果となっている．
しかし図 8においてこれらの性質が読み取れないほ
どに C が格段に向上している組み合わせが存在する．
ひとつは (19)-(24)，(46)-(51)のように L2 = Dもしく
は {L2, L4} = Dの組み合わせであり，前者の組み合わ
せにおいて特に C が高いことがわかる．もうひとつは
(7)(8)，(16)(17)，(34)(35)，(43)(44)のようにL3 = D
かつDが 1度しか出現しない組み合わせである．つま
りA4において L1と L4を省いてDを 1度だけ含む組
み合わせが効果的であるといえる．一方 L1 = Dであ
る組み合わせ（7～9行目）や L4 = Dである組み合わ
せ（3，6，9列目）では，一部の組み合わせを省きA3と
比較して C はほとんど向上していない．
このように A4 において C が高かった組み合わせは
複数存在するが，その中でも C ≥ 0.985を満たした組
み合わせは (16)HRDH，(19)HDHH，(20)HDHRの 3
通りであった．ここでもやはり L1と L4を省いてDを
1度だけ含んでいることがわかる．さらにこれらには共
通して「すべてHから始まっている (L1 = H)」，「すべ
てDの直後にHが出現している」ということもいえる．
これらはA4の場合だけに留まらず，前述したA3に加
えて後述する A5 にもほぼ当てはまる共通点である．
以上の結果から，A4 では (16)HRDH，(19)HDHH，

(20)HDHRの組み合わせがもっとも効果的であること
がわかった．また L1 と L4 を省いて Dを 1度だけ実

行する組み合わせが効果的であり，特に「L1 = Hか
つ Dの直後に Hが出現する組み合わせ」であるほど
C が高くなる傾向にあることも明らかとなった．しか
しこの段階でも C = 1.000となる組み合わせは存在せ
ず，デックを完全にランダムな状態にするためにはま
だシャッフル回数が不十分であるといえる．

5.4. 5回の組み合わせA5による試行
m = 5とした場合のシャッフルの組み合わせはA5の

243通りである．すべての組み合わせにおけるシミュ
レーションの結果，C ≥ 0.9では 112通り，C ≥ 0.99
では 38 通り，C ≥ 0.999 では 11 通り，C = 1.000
では 5 通りもの組み合わせが存在することがわかっ
た．そのためここでは紙面の関係上，3 値ビットマッ
プ画像は記載せず C ≥ 0.999 かつ w ≥ 2700 を満
たした上位 11 通りの組み合わせである (1)HHDHH，
(2)HHDHR，(3)HRDHH，(4)HRDHR，(5)HDHHR，
(6)HDHRR，(7)HDHDH，(8)HDHDR，(9)RHDHH，
(10)RHDHR，(11)RDHDH について考察する．なお
これらの 3値ビットマップ画像はほぼ白一色である．
ここで本来であれば C = 1.000(2704)である組み合
わせのみを取り上げるべきである．しかし本研究のシ
ミュレーションでは S = ∞ではなく S = 104 として
いるため，シャッフル結果にある程度の誤差が生じてい
ることも事実である．そのためここでは条件を緩和し
た上記の 11通りに対して，S = 104のシミュレーショ
ンをさらに 103回試行する（S × 103）．この結果にお
いて C = 1.000(2704)となった回数 S′(0 ≤ S′ ≤ 103)
から，これら 11通りの組み合わせの優越を比較する．
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(1) HHHH

0.246(664)

(2) HHHR

0.726(1963)

(3) HHHD

0.208(562)

(4) HHRH

0.709(1917)

(5) HHRR

0.900(2433)

(6) HHRD

0.655(1771)

(7) HHDH

0.962(2601)

(8) HHDR

0.897(2426)

(9) HHDD

0.133(359)

(10) HRHH

0.532(1439)

(11) HRHR

0.858(2320)

(12) HRHD

0.448(1211)

(13) HRRH

0.775(2095)

(14) HRRR

0.954(2579)

(15) HRRD

0.742(2006)

(16) HRDH

0.987(2669)

(17) HRDR

0.956(2586)

(18) HRDD

0.361(976)

(19) HDHH

0.989(2673)

(20) HDHR

0.985(2663)

(21) HDHD

0.919(2485)

(22) HDRH

0.954(2579)

(23) HDRR

0.942(2547)

(24) HDRD

0.806(2180)

(25) HDDH

0.281(759)

(26) HDDR

0.512(1385)

(27) HDDD

0.065(177)

(28) RHHH

0.236(637)

(29) RHHR

0.744(2013)

(30) RHHD

0.181(490)

(31) RHRH

0.688(1860)

(32) RHRR

0.820(2217)

(33) RHRD

0.598(1616)

(34) RHDH

0.952(2573)

(35) RHDR

0.879(2378)

(36) RHDD

0.111(301)

(37) RRHH

0.316(855)

(38) RRHR

0.881(2383)

(39) RRHD

0.251(678)

(40) RRRH

0.871(2356)

(41) RRRR

0.960(2597)

(42) RRRD

0.821(2221)

(43) RRDH

0.975(2637)

(44) RRDR

0.923(2495)

(45) RRDD

0.194(524)

(46) RDHH

0.955(2581)

(47) RDHR

0.972(2627)

(48) RDHD

0.908(2456)

(49) RDRH

0.946(2558)

(50) RDRR

0.933(2523)

(51) RDRD

0.816(2206)

(52) RDDH

0.252(681)

(53) RDDR

0.413(1117)

(54) RDDD

0.059(160)

(55) DHHH

0.205(553)

(56) DHHR

0.659(1781)

(57) DHHD

0.126(342)

(58) DHRH

0.450(1216)

(59) DHRR

0.742(2007)

(60) DHRD

0.354(957)

(61) DHDH

0.920(2487)

(62) DHDR

0.814(2200)

(63) DHDD

0.053(143)

(64) DRHH

0.179(484)

(65) DRHR

0.582(1574)

(66) DRHD

0.116(313)

(67) DRRH

0.243(656)

(68) DRRR

0.828(2239)

(69) DRRD

0.188(507)

(70) DRDH

0.906(2451)

(71) DRDR

0.821(2221)

(72) DRDD

0.061(165)

(73) DDHH

0.126(342)

(74) DDHR

0.359(972)

(75) DDHD

0.061(166)

(76) DDRH

0.116(313)

(77) DDRR

0.183(494)

(78) DDRD

0.058(156)

(79) DDDH

0.054(145)

(80) DDDR

0.057(155)

(81) DDDD

0.000(0)

図 8: シャッフルの組み合わせ A4(m = 4)における可視化と定量化（81通り）

表 1に 11通りの組み合わせにおける「シャッフルの所
要時間 s（概算値）」および「S = 104のシミュレーショ
ンを 103回試行した結果であるwの内訳」を示す．この
所要時間 sの算出には先行研究 [8]に従い 1回のHを 3
秒，Rを 7秒，Dを 30秒と仮定した．まず表 1から 103

回すべての試行においてC ≥ 0.999かつw ≥ 2700を満
たしている組み合わせは (3)HRDHH，(7)HDHDHの 2
通りであることがわかる．このうち (3)HRDHHがもっ
とも良い結果となり，65.4%(S′ = 654)の頻度で w =
2704となっている．ただし (1)HHDHH，(4)HRDHR，
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表 1: A5 における収束率 C の上位 11通りに対する「シャッ
フルの所要時間 s[秒]」および「S = 104 のシミュレーション
をさらに 103 回試行した結果である w の内訳 [回]」

A5 s (S′) w

2704 2703 2702 2701 2700 N/A

(1)HHDHH 42 339 388 193 63 14 3

(2)HHDHR 46 15 102 173 231 190 289

(3)HRDHH 46 654 287 47 11 1 0

(4)HRDHR 50 301 346 249 77 22 5

(5)HDHHR 46 328 384 203 57 21 7

(6)HDHRR 50 131 295 286 150 88 50

(7)HDHDH 69 422 357 169 47 5 0

(8)HDHDR 73 45 202 299 261 125 68

(9)RHDHH 46 77 212 278 204 138 91

(10)RHDHR 50 0 6 15 44 95 840

(11)RDHDH 73 253 384 238 100 24 1

(5)HDHHR，(7)HDHDHについても 30～40%程度で
w = 2704を満たしているため，(3)HRDHHには劣る
が十分に実用可能な組み合わせであると考えられる．
次にこれらの所要時間 sを見た場合，最短 42秒，最
長 73 秒と 30 秒ほどの差が開いており，「組み合わせ
に含まれるDの回数」が所要時間に大きく影響してい
ることは明白である．しかし上位 11 通りの組み合わ
せにはすべて D が 1 回あるいは 2 回含まれているた
め，どのような組み合わせにしても最短 42秒はかかる
計算になる．これに対してもっとも良い結果となった
(3)HRDHHはDを 1回のみ含む 46秒である．そのた
め (3)HRDHHにおけるシャッフルの所要時間に関して
は十分に許容範囲内であると考えられる．
一方さらに C ≥ 0.995 まで条件を緩和させた場
合，Dを 1度も含まない組み合わせについてHHRRR，
HRRRR，RHRRRの 3通りが存在することがわかった．
これらのCについては順に 0.996(2694)，0.995(2690)，
0.995(2691)となっているため，ほとんど差はない状態
である．しかし所要時間 sについては順に 27，31，31
となっており，その差わずか 4秒ではあるが HHRRR
がもっとも短く，これらの中で唯一 30秒以内に収まっ
ていることがわかる．このようにデックに完全なラン
ダム性を求めなければ，Dを含まなくともこれらの組
み合わせで十分実用可能であると考えられる．
以上の結果から，A5の場合ではC = 1.000となる組
み合わせが多数存在し，特に (3)HRDHHの組み合わ
せがもっとも高い確率でデックをランダムな状態にで
きることがわかった．またシャッフルの所要時間 sを考
慮した場合，C は (3)HRDHHと比較して若干低下す
るが，HHRRRの組み合わせがもっとも効果的（おお
よそ (3)HRDHHの 4割減）であることがわかった．な
お A5において C = 1.000となる条件を満たしたため，
A6 以降 (m ≥ 6)の場合について本稿では言及しない．

6.おわりに

本研究では一般的なシャッフル手法であるヒンズー・
シャッフル，リフル・シャッフル，ディール・シャッフ

ルについて，シミュレーションによるシャッフル結果
から 3値ビットマップ画像への可視化と定量化を行い，
効果的なシャッフルの組み合わせについて考察した．
その結果，単独のシャッフル試行においてはリフル・
シャッフルがもっとも効果的であり，最短 7回のシャッ
フルでデックをランダムな状態にできることがわかっ
た．また複数のシャッフルを組み合わせた場合，2回の
組み合わせでは HR(C = 0.363)，3回の組み合わせで
は C ≥ 0.9を満たした HDH，RDH，4回の組み合わ
せではC ≥ 0.98を満たしたHRDH，HDHH，HDHR，
5回の組み合わせでは収束率に重点を置くのであれば
HRDHH(C = 1.000, s = 46)，シャッフルの所要時間に
重点を置くのであれば HHRRR(C = 0.996, s = 27)が
もっとも効果的な組み合わせであることがわかった．な
おこのように最短 5回においてデックを完全にランダ
ムな状態 (C = 1.000)にできたことから，単独のシャッ
フルよりも複数のシャッフルを組み合わせた方が効果
的であると結論付けることができる．
以上，本稿ではシミュレーションによるシャッフル結
果を可視化し，シャッフルの性質およびシャッフルの効
果的な組み合わせについて考察することができた．し
かしこれはあくまでシミュレーションによる数値デー
タ上の結果であり，本研究でのデータと人間がデック
に対して “よく混ざっている”と感じる状態にはある程
度の齟齬があると考えらえる．そのため “人間のシャッ
フルに対する感覚”を考慮した効果的なシャッフルの組
み合わせについて今後研究していく予定である．
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