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1.はじめに

地図や画像における境界線や輪郭線は，複数の頂点を辺で
繋いだグラフとして表現される．描画や処理に不要な頂点や
辺を削減してデータをダウンサイズさせる単純化が広く利用
されているが，多数の分岐点やループを持つ複雑なグラフに
対しての適用が困難であった．本稿では，これら複雑なグラ
フの単純化方法を提案する．提案法では頂点の位置情報をグ
ラフ信号と捉え，局所線形な信号に近似して頂点や辺を間引
く手順を用いる．実験では地図境界データに対し提案法を適
用し，その効果を確認する．

2.グラフ形状の単純化

空間情報学や画像工学等では，座標が定義される複数の頂
点を辺で繋いだグラフデータを取り扱う．空間情報学であれ
ば海岸線などの境界線グラフや等高線グラフ，画像工学では
関心領域やオブジェクト形状などの輪郭線グラフが代表的で
ある．これらのグラフはその形状が重要で，頂点が密である
ほど正確に形状を捉えられるが，応用によっては冗長である．
例えば頂点が表示装置の解像度や処理粒度以上に密である場
合，描画や処理には不要で，保存領域圧迫や処理遅延等の原
因になる．
このため，グラフから不要な頂点や辺を取り除き，選別

された少ない頂点や辺で形状を近似する手法が用いられる．
以降はこの様な近似をグラフ形状の単純化と呼ぶ．Douglas-
Peuckerのアルゴリズム（DP法）[1]は近似誤差が減少する
様に頂点を順次加える再帰的手続きで，空間情報学，画像工
学の両分野で広く利用 [2, 3, 4]されている．また Teh-Chin
のアルゴリズム（TC法）[6]は 8近傍に連なる離散曲線から
重要な頂点を選び出す手法で，スケール，回転不変性を持つ
改良法 [7]が提案されている．DP法，TC法ともに多角形や
連続線分を効果的に単純化することが知られている [5]．
しかし上記の手法は多角形や連続線分のような単純な形状

のグラフに適用できるが，分岐やループを多く持つ複雑なグ
ラフに適用するのは容易ではない．例えば図 1の点線で示す
グラフは，頂点や辺を共有する多角形が複数連結して構成さ
れている．このグラフは DP 法や TC 法を直接適用できず，
多角形や連続線分に変形する必要がある．そこで各多角形毎
に分離して DP法を適用し，得られた単純化結果を重畳した
のが実線のグラフである．各多角形において選別される頂点
が異なるため，境界点がずれ，境界線が絡み合っている．図 1
点線のグラフを単純化するには，これらの結果を統合する必
要があり，前段のDP法の各単純化の効果を損なってしまう．
そこで本稿では，上記の様な複雑な構造を持つグラフに

も適用可能なグラフ形状単純化方法を提案する．グラフの連
結構造を保持したままグラフ形状を変化させ，複数の分岐や
ループを持つ構造に対しても適用できる単純化を実現する．

3.局所線形近似に基づく埋め込みグラフ単純化

提案手法について説明する．提案手法は，グラフを局所的
に線形に整列することで，不要な頂点を容易く選択できる点
に着眼する．図 2ではグラフの連結構造を保ったまま各頂点
座標を微小に動かし，1つの直線上に多くの頂点が並ぶよう
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図 1: DP法を複雑なグラフに適用した結果
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図 2: グラフの局所線形整列
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図 3: 提案する埋め込みグラフ単純化法の概要

　整列している．本稿ではこの状態を局所線形整列と呼ぶ．こ
のグラフから分岐や角以外の頂点（図中菱型）を除去すれば，
グラフを単純化できる．
以上の着眼に基づき，本稿では次の 2段階の手順でグラフ

形状の単純化を行う：1）グラフの連結構造を保持したまま
グラフ形状を局所線形に整列し，2）グラフから不要な頂点
と辺を除去する．
3.1.提案法の概要
提案法を説明するために，グラフに関する記号を定義する．

グラフの頂点数を N とし，頂点の集合を V = {vi}Ni=1 とす
る．また各頂点 vi の座標を pi ∈ RD とすると，これを並
べた行列 P = [p1, · · · ,pN ]T ∈ RN×D は全ての頂点座標を
表す．また頂点間の接続関係を示す辺の集合を E ⊂ V × V
とする．一般的に，グラフ G は頂点集合 V と辺集合 E の組
G = (V, E)であるが，本稿で取り扱うのは頂点座標 Pを加
えた Gemb = (V, E ,P)である．以降 Gemb を埋め込みグラフ
と呼ぶ．本稿でこれまで扱ってきたグラフは全て埋め込みグ
ラフである．
図 3に，提案するグラフ形状単純化方法の概要を示す．前

段の処理では，埋め込みグラフ Gemb = (V, E ,P)の頂点座標
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図 4: 埋め込みグラフ信号
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図 5: 2辺から成る埋め込みグラフの形状

　Pを変化させて，局所線形整列した埋め込みグラフ G′
emb =

(V, E ,P′)を生成する．生成した G′
embは，Gembと同じ頂点 V

と辺 E を有する．後段の処理では，G′
embから不要な頂点や辺

を除去し，単純化した埋め込みグラフ G′′
emb = (V ′′, E ′′,P′′)

を求める．各頂点や辺が不要であるかは，辺の成す角度を基
準に判別する．
以降では前段の局所線形整列処理について述べ，後段の詳

細は実験の章で説明する．
3.2.埋め込みグラフのグラフ信号表現
ここからは埋め込みグラフの座標をグラフ信号と捉え，局所

線形整列方法を導く．埋め込みグラフの頂点座標 p1, · · · ,pN

はD次元離散信号で，グラフ G の各頂点 v1, · · · , vN に対応
している（図 4）．このため，Pはグラフ G に対応するグラ
フ信号と見なせる．
グラフ信号処理 [8, 9]では，グラフの接続関係 E から導か

れる行列を用いて，グラフ信号の解析や信号変換を行う．本
稿でもこれに倣い，接続関係から求まる行列を用いて埋め込
みグラフの局所線形性を解析し，局所線形整列した埋め込み
グラフへの変換 (V, E ,P) 7→ (V, E ,P′)を行う．
3.3.行列の階数を用いた局所線形性の解析方法
埋め込みグラフ Gの局所線形性を高めるために，この性質

を評価する指標値を定義する．
まず簡単のため，図 5(a)(b)(c)に示す埋め込みグラフの形

状を考える．各頂点 v1, v2, v3 の座標は p1,p2,p3 である．2
つの辺 e1 = (v1, v2)，e2 = (v2, v3)が作る形状は (a)折れ線，
(b)線形，(c)縮退の 3つであり，rank関数を用いると，

(a) 折れ線⇔ rank(U) = 2
(b) 線形⇔ rank(U) = 1
(c) 縮退⇔ rank(U) = 0

と対応付けられる．ここで U ∈ R2×D は埋め込みグラフ信
号 P ∈ R3×D の，隣接差分信号で，

U = LP =

[
1 −1 0
0 −1 1

]pT
1

pT
2

pT
3

 =

[
pT
1 − pT

2

pT
3 − pT

2

]
(1)

である．すなわち，隣接差分信号Uの階数は，隣接する 2辺
が作る形状を判別する指標値となる．
以上を踏まえて一般の埋め込みグラフ Gemb = (V, E ,P)に

対し，局所線形整列性を評価する指標値を定義する．式 (1)
同様に，次数（deg）が 2の頂点 v に対して隣接差分信号

Uv = LvP, for v ∈ V̄ (2)

を定義する．ただし V̄ = {v ∈ V| deg(v) = 2}である．また
行列 Lv ∈ R2×N は 4つの非零要素を持つ疎行列で，

(Lv)1iv = (Lv)2iv = −1 (3)

(Lv)1jv = (Lv)1kv = 1 (4)

アルゴリズム 1: 局所線形整列問題 (7)の解法
パラメータ τ, σ > 0, ρ ∈ (0, 2) を設定;

初期解 X(0) ∈ RN×D，Y
(0)
v ∈ R2×D for v ∈ V̄ を設定;

for n← 1, 2, · · · do
X̃(n+1) ← proxτf

(
X(n) − τ

∑
v∈V̄ LT

v Y
(n)
v

)
;

X(n+1) ← ρX̃(n+1) + (1− ρ)X(n);
for v ∈ V̄ do

Ỹ
(n+1)
v ← proxσg∗

(
Y

(n)
v + σLv

(
2X̃(n+1) −X(n)

))
;

Y
(n+1)
v ← ρỸ

(n+1)
v + (1− ρ)Y

(n)
v ;

である．ここでインデクス iv は頂点 vを，jv, kv は頂点 vに
隣接する 2つの頂点をインデキシングしている．この隣接差
分信号Uv の階数和，∑

v∈V̄

rank(Uv) =
∑
v∈V̄

rank(LvP) (5)

を指標値として定義すると，埋め込みグラフの局所線形性を
解析できる．すなわち，式 (5)の指標値が小さい埋め込みグ
ラフほど折れ曲がりが少なく，局所線形整列している．
3.4.局所線形整列のための最適化問題
本稿では，式 (5)の指標値を正則化関数として使用し，局

所線形整列のための最適化問題

P′ = arg min
X∈RN×D

∥P−X∥1 + λ
∑
v∈V̄

rank(LvX) (6)

を定義する．目的関数第 1項は入力埋め込みグラフ信号Pに
対する忠実化項で，∥ · ∥1 : RN×D → Rは要素の絶対値和で
ある．また λ > 0は 2つの項のバランスを調整するトレード
オフパラメータである．最適化問題 (6)は rank関数を含む
ため，階数に関する組み合わせ最適化となり，一般には NP
困難な問題である．そこで本稿では，問題 (6)を凸緩和し，

P′ = arg min
X∈RN×D

∥P−X∥1 + λ
∑
v∈V̄

∥LvX∥∗ (7)

を解く．ここで ∥ · ∥∗ : R2×D → R は行列の特異値和であ
り，核ノルムと呼ばれる．核ノルムは rank関数を最も良く
近似する凸関数で，行列の低ランク性を推進する正則化関数
として機能する [10]．問題 (7)の目的関数第 2項は信号を区
分抽出し核ノルムの和を取る，ブロック核ノルム [11]の一種
である．
以上により，局所線形整列のための凸最適化問題 (7)を導

出した．問題 (7)を解くことにより，局所線形整列したグラ
フ信号 P′ を得られる．
3.5.最適化問題の解法
前節で導出した問題 (7)の解法について述べる．(7)は凸

最適化問題であるため局所的最適解が大域的最適解となるこ
とが保証される．しかし目的関数の第 1, 2項ともに勾配が不
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連続で，勾配法により効率的に解を求められない．そこで本
稿では Primal-dual splitting法（PDS法）[12]により，近
接写像を用いた反復解法を導く．
関数 f : RN×D → R : X 7→ ∥P − X∥1 と g : R2×D →

R : Y 7→ λ∥Y∥∗ を定義すると，問題 (7) の目的関数は
f(X) +

∑
v∈V̄ g(LvX)と変形できる．PDS法によれば，ア

ルゴリズム 1 に示す反復計算により，問題 (7) の解 P′ =
limn→∞ X(n) が求まる．ここで proxτf : RN×D → RN×D

は関数 f の近接写像で，

(
proxτf (X)

)
ij

=


Xij + τ if Pij −Xij > τ

Xij − τ if Pij −Xij < −τ

Pij otherwise

(8)

と計算する．また proxσg∗ : R2×D → R2×D は関数 g のル
ジャンドル変換の近接写像で，

proxσg∗(Y) = QY

[
min(s

(1)
Y , λ) 0

0 min(s
(2)
Y , λ)

]
RT

Y (9)

と計算する．ただし QY ∈ R2×2，RY ∈ R2×D，sY =
[s

(1)
Y , s

(2)
Y ]T ∈ R2はYの特異値分解Y = QY diag(sY) RT

Y

である．
またパラメータ ρ ∈ (0, 2)は収束速度を制御する加速係数

である．ρ > 1で収束が速まるが，2の付近では返って収束
が遅くなる場合があるため，本稿では ρ = 1.5とする．続い
てパラメータ τ, σ > 0は，主変数 Xと双対変数 Yv の更新
速度のバランスを制御するステップサイズである．2つの値
は τσ∥

∑
v L

T
v Lv∥ ≤ 1を満たす範囲で自由に定められるが，

このバランスによってアルゴリズムの収束速度が大きく変化
する．そこで本稿では，バランスパラメータ α > 0を導入し，

τ =
1

α
√

∥
∑

v L
T
v Lv∥

(10)

σ =
α√

∥
∑

v L
T
v Lv∥

(11)

とする．
以上より，アルゴリズム 1を用いた最適化問題 (7)の解法

を導出した．本稿では，反復更新をNiter回で打ち切り，局所
線形整列した埋め込みグラフへの変換 (V, E ,P) 7→ (V, E ,P′)
を得る．

4.実験

提案法の効果を確認するため，地図データを用いた単純化
実験を行った．図 6 は入力に用いた埋め込みグラフである．
頂点は全て格子点上に配置され，辺の長さは全て 1 である．
図 6(a) の埋め込みグラフ (V1, E1,P1) は，頂点数と辺数が
等しく |V1| = |E1| = 2750 で，単一の多角形から構成され
る．一方図 6(b) の埋め込みグラフ (V2, E2,P2) は，頂点数
|V2| = 3811，辺数 |E2| = 3828で，DP法では単純化できな
い複雑な接続構造を持つ．
以降ではこの入力を用いた 2つの実験を行う．初めに予備

実験を行い，アルゴリズム 1を効率的に収束させるバランス
パラメータ αと打ち切り回数 Niter を設定する．続いて提案
する手法でグラフの単純化実験を行う．なおトレードオフパ
ラメータについては，幾つかの試行から λ = 5.0を用いた．
4.1.パラメータ設定のための予備実験
バランスパラメータに α = 102, 101, 100, 10−1, 10−2 を用

いた場合の収束速度を示す．図 7は反復回数に対する目的関
数値の相対誤差をプロットしている．実験の中では α = 101

(a)(V1, E1,P1)

(b)(V2, E2,P2)

図 6: 実験に用いる入力埋め込みグラフ

とした場合が最も収束が速く，相対誤差が 10−6 まで減少す
るのに必要な反復回数は約 n = 103 回で，他と比較して 3
～1000 倍以上速かった．よって以降の実験では α = 101，
Niter = 103 を用いる．
4.2.グラフ形状の単純化実験
グラフ形状単純化の結果を示す．図 8は局所線形整列した

グラフ (V1, E1,P
′
1)，(V2, E2,P

′
2)を示している．各頂点は局

所線形整列しており，特に図 8(b) の複雑な構造においても
適切に整列している．一方で角は丸みを持っている．
続いて図 9は，図 8の結果から不要な頂点を除去して単純

化したグラフ (V ′′
1 , E ′′

1 ,P
′′
1 )，(V ′′

2 , E ′′
2 ,P

′′
2 )を示している．こ

こでは各辺同士が成す角度が 7π/8[rad]以上となる頂点を除
去している．頂点や辺の数は，|V ′′

1 | = |E ′′
1 | = 189（93.13%
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　図 7: アルゴリズム 1による目的関数値の減少
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(a)(V1, E1,P′
1)

(b)(V2, E2,P′
2)

図 8: 局所線形整列した埋め込みグラフ

削減），|V ′′
2 | = 275（92.78% 削減），|E ′′

2 | = 282（92.63%
削減）となった．
以上より，提案手法はグラフ構造を問わずにグラフ形状を

単純化できることを確認した．各頂点を局所線形に整列でき
たが，角の部分は丸められてしまう．これは式 (6)の rank関
数を式 (7)の核ノルム ∥ · ∥∗ で緩和したために，低ランク性
の制約が弱まったことが原因と考えられる．非凸なシャッテ
ン p ノルム [13] を用いて低ランク性を高めることで改善の
可能性がある．

5.まとめ

本稿では，複雑なグラフにも適用できる単純化方法を提案
した．グラフの連結構造を保持したまま形状を局所線形に整
列させることで，分岐やループを持つ構造においても容易く
不要な頂点を除去できた．実験では地図データに対し提案法
を適用し，その効果を確認した．
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