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1 序論

V を |V | = nである有限の集合とする．V の部分集合族
F ⊆ 2V は，任意の集合 X, Y ∈ F に対して,

X ∩ Y = ∅, X ⊆ Y, X ⊇ Y

のいずれかが成立するとき，ラミナー (laminar)族と呼ばれ
る．本研究では，ラミナー族F ⊆ 2V，ラミナー族F上の要求
関数 d : F → R+，コストを表す単調凹関数 F : RV

+ → R+

が与えられたとき，以下に記述されるラミナー被覆制約を持
つ凹関数最小化問題を扱う．

(P) Minimize F (x)
subject to x(X) ≥ d(X) (X ∈ F)

x(v) ≥ 0 (v ∈ V )

ただし，R+は非負実数の集合，x(X) =
∑

v∈X
x(v)とする．

この問題 (P) に対しては，会社などの組織の階層構造が
ラミナー族によって表現できることから分かるように，様々
な応用が考えられる．また，一見するとラミナー構造を持た
ない問題でも問題 (P) として定式化可能なものがある．例
えば，需要量が一定である無向ネットワークにおけるフロー
に基づく施設配置問題である (詳しい定義は [1]参照)．本研
究では，コストが従来用いられていた各点での施設建設費用
の和として記述できる場合 [1, 3, 4]だけではなく，各点での
供給量にも単調凹に依存する一般的な場合も扱っている．

本論文での成果
本研究ではコスト関数 F が一般の単調凹関数である場合

に加えて，以下のように記述できる場合について考察する．

F1(x) =
∑
X∈F

f∆X(x[∆X]). (1)

F2(x) =
∑
v∈V

fv(x(v)). (2)

F3(x) =
∑

v∈V :x(v)>0

(avx(v) + bv). (3)

ただし，∆X = X −⋃
Y ∈F:Y⊂X

Y，f∆X は ∆X 上の非負
単調凹関数，x[∆X] は変数 x の ∆X 上への制限，fv は１
変数の非負単調凹関数，av, bv は非負定数とする．定義から
明らかに，F1 の特殊形が F2 であり，さらに F2 の特殊形が
F3 である．

定理１. コスト関数 F が式 (1)で与えられるとき，問題 (P)
は O(n2q)時間で解くことができる．
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定理２. コスト関数 F が式 (2)で記述できる場合でも F がオ
ラクルで与えられるならば，問題 (P)を解くために Ω(n2q)
時間必要である．

ここで F のオラクルとは，任意の x ∈ RV
+ に対して，そ

の関数値 F (x)を求めるものであり，F がオラクルで与えら
れるかどうかに関わらず，x ∈ RV

+ から F (x)を得るための
計算量を q とする．
定理１,２から式 (1)で記述されるコスト関数 F がオラク

ルで与えられるときは，定理１に示されるアルゴリズムが最
適となる．
また，定理１より，序論で述べた施設配置問題も効率的に

解ける．

系１. 需要量が一定でかつ，コスト関数が式 (1)で表される
無向ネットワーク N におけるフローに基づく施設配置問題
は，O(n(m + n log n + nq))時間で解くことができる．ただ
し，n, mはそれぞれネットワークN の点数と枝数を示す．

略証: 最大フロー最小カットの定理より，ネットワークの極
集合族 F ⊆ 2V を用いて施設配置問題が問題 (P)として定
式化可能である (ここで F がラミナー族になることに注意)．
極集合族は [2]より O(n(m + n log n))時間で求めることが
できる．従って定理１より，系１が示された．

F が式 (3)で与えられるときには，以下のように高速に解
ける．

定理３. F が式 (3)で表されるとき，問題 (P)はO(n log2 n)
時間で解くことができる．また F がオラクルとして与えら
れる場合でも，O(n(log2 n + q))時間で解くことができる．

さらに，目的関数 F が一般の単調凹関数のときは，次の
否定的な結果を得る．

定理４. 目的関数 F が一般の単調凹関数のとき，

(I) F がオラクルとして与えられるとき，問題 (P) を解く
ためには Ω(2

n
2 q)時間必要である．

(II) F が明示的に与えられるときでも，問題 (P)は NP困
難である．

以下，まとめた結果を表 1に示す．

表 1: 本論文で得られた成果

　　　 F1 F2 F3 一般

明示的 O(n2q) O(n2q) O(n log2 n) NP困難

オラクル Θ(n2q) Θ(n2q) O(n(log2 n+q)) Ω(2
n
2 q)

本論文では，頁数制限のため，定理１と定理２の略証，お
よび，定理３のアイデアのみを記す．
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2 定理１の略証

ラミナー族 F は，その構造から木表現 T = (W, A)を持
つ．ただし，点集合W は Xi ∈ F に対応する点 wi と根と
なる点 wi0 から成り，枝集合 Aは以下の (i)(ii)の枝から成
る．
(i) (wi, wj) ∈ A : Xi ⊂ Xj ,かつ, Xi ⊂ Y ⊂ Xj である

Y ∈ F が存在しないとき
(ii) (wi, wi0) ∈ A : Xi が F において極大集合のとき
図 1にラミナー族 F に対する木表現 T の例を示す．
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図 1: ラミナー構造の木表現

この木表現 T に基づき、集合 Xi ∈ F に対して S(Xi) =
{Xj | (wj , wi) ∈ A} を Xiの子集合族, ∆Xi = Xi −⋃

(wj ,wi)∈A
Xjを差分 と呼ぶ．また，関数 d : F → R に

対して，差分∆dを∆d(X) = d(X)−∑
Y ∈S(X)

d(Y )によ
り定義する．
以下では一般性を失うことなしに，我々の問題 (P) にお

いて F (0) = 0, ∆d(X) > 0 (X ∈ F), V =
⋃

X∈F X と仮
定する．

本節では，ラミナー被覆制約を持つ凹関数最小化問題のう
ち，目的関数 F が式 (1)で表現できる場合，すなわち

F (x) =
∑
X∈F

f∆X(x[∆X])

で与えられる場合について考察する．
このとき，次のような構造的性質を持つ最適解が存在する

ことが分かる．

補題１. F が式 (1)のように分離可能なとき，次の条件 (I),
(II)を満たすW − {wi0} の分割 P = {P1, · · · , Pk}とその
分割に基づく最適解 x∗ が存在する．

(I) Pj ∈ P は F の木表現 T = (W, A)において有向パス
wj0 → wj1 → · · · → wjrj

となる．また，∆Xj0 6= ∅.
(II)各Xj0(Pj ∈ P)に対して,ある vj ∈ ∆Xj0 が存在して,

x∗(t) =





∑
wi∈Pj

∆d(Xi) (t = vj , Pj ∈ P のとき)

0 (t ∈ V −⋃
Pj∈P{vj}のとき)

以下では，補題１に示す構造的性質を持つ最適解を求める
アルゴリズムを構成する．

任意の X ∈ F に対して，対応する w ∈ W から根 wi0 ま
での有向パスを wj0 (= w), wj1 , · · · , wjh(X)−1 , wjh(X) (=
wi0)とする．この X ∈ F と整数 k (0 ≤ k ≤ h(X)− 1)に
対して，以下のように定義される問題を考える．

(P′) Minimize
∑

Y ∈F:Y⊆X

f∆Y (x[∆Y ])

subject to x(X) ≥ d(X) +

k∑
i=1

∆d(Xji)

x(Y ) ≥ d(Y ) (Y ∈ F , Y ⊆ X)
x(v) ≥ 0 (v ∈ V )

問題 (P′)に補題１を用いることで，この問題が {wi | Xi ∈
F , Xi ⊆ X}の分割 P とそれに基づく最適解を持つことが
分かる．今，X に対応するW の点 wを含む集合を Pj ∈ P
とする．ただし，h(X)は木表現 T における w の深さを示
す．X ∈ F に対するテーブル gX は {0, 1, · · · , h(X) − 1}
から R+ × V への関数であり，gX(k)1 は (P′) の最適値，
gX(k)2 は上記の集合 Pj ⊆ W に対する（補題１ (II)中の）
vj ∈ ∆Xj0 を与えるものとする．以下ではこのテーブルの
作成法を考える．

T の葉に対応する（すなわち極小な）X ∈ F と k =
0, 1, · · · , h(X)− 1に対する問題 (P′)においては，v ∈ X に
対する

zk
v (t) =





k∑
i=0

∆d(Xji) (t = v)

0 (t ∈ ∆X − {v})

のいずれかが最適解になることから (d(Xj0) = ∆d(Xj0)に
注意)，

gX(k) =
(
min
v∈X

fX(zk
v ), arg min

v∈X
fX(zk

v )
)

(4)

となる．ただし，arg min
v∈X

fX(zk
v )とは fX(zk

v∗) = min
v∈X

fX(zk
v )

となるような v∗ ∈ X のことである．
極小でない X ∈ F については，補題１より

gX(k)1 = min



 min

v∈∆X

{
f∆X(zk

v ) +
∑

Y ∈S(X)

gY (0)1

}
,

min
Y ∈S(X)

{
gY (k+1)1+

∑
Z∈S(X):

Z 6=Y

gZ(0)1

}




(5)

gX(k)2 =





v
(
gY (k)1 =f∆X(zk

v ) +
∑

Y ∈S(X)

gY (0)1のとき
)

gY (k + 1)2 (そうでないとき)

となる．

木表現 T の葉から根に向かい各 w ∈ W − {wi0} におい
て対応する X ∈ F のテーブル gX を順次計算することによ
り，最適解を求めるアルゴリズムを以下に示す．

アルゴリズム テーブル
ステップ０: T̃ (= (W̃ , Ã)) := T.

ステップ１: T̃ の葉 w を一つ選んで，
(1-I)対応するX ∈ F のテーブル gX を式 (4)，

式 (5)に基づき作成する.
(1-II) W̃ := W̃ − {w}.

もし，W̃ = {wi0}ならばステップ ２へ．
そうでなければステップ１へ戻る．

ステップ２: T̃ := T, x∗(v) := 0 (v ∈ V ).
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ステップ３: T̃ における Y ∈ S(Xi0)を一つ選んで，
(gY (0)2 ∈ ∆Xj0 , wj0 → wj1 → · · · →
wjl+1(= wi0) は T̃ 上の有向パスとする.)

(3-I) x∗(gY (0)2) :=
∑l

i=0
∆d(Xji).

(3-II) T̃ からこの有向パスを取り除き，更新．
もし，W̃ = {wi0}ならばステップ 4へ．
そうでなければステップ 3へ戻る．

ステップ４: x∗ を出力し，終了する．

詳しい証明は省略するが，補題１より，このアルゴリズム
は，コスト関数 F が式 (1)で与えられるときに問題 (P)の
最適解を求めることが分かる．また計算量は，ステップ０,
２,３,４が線形時間で計算可能であるため，ステップ１，す
なわち，テーブル gX の構成に要する時間のみを考察すれば
よい．テーブル gX は式 (4),(5)によって作成されるため，

O

(∑
X∈F

h(X)(|S(X)|+ |∆X|q)
)

= O(n2q)

となることが分かる．よって定理１が示された．

3 定理２の略証

本節では，式 (2) で記述されるコスト関数 F のオラクル
が与えられたとき，問題を解くために必要なオラクル呼び出
し回数の下界について考察する．
次の問題例について考える．

問題例 Ｉ
ラミナー族 : F = {X1, X2, · · · , X n

2 +1},
ただし，Xi ={v1, · · · , v n

2−1+i}(i=1, · · · , n
2
+1)

要求関数 : d(Xi) = i (i = 1, · · · , n
2

+ 1)
コスト関数 : F (x) =

∑
v∈V

fv(x(v))

fvi(α) =

{
g0(α) (vi ∈ X1)
gi(α) (vi ∈ V −X1)

ただし，g0 : R+ → R+ は厳密に凹である単調増加関数で
ある．例えば，g0(x) = log(x + 1) (x ≥ 0)とする．gi は

gi(α) =

{
g0(

n
2

+ 1)− g0(i− n
2
) (α > 0)

0 (α = 0)

により与える．また，nは偶数とする．

補題２. 式 (2)で記述されるコスト関数 F がオラクルとして
与えられる問題 (P)では，少なくとも n

2
(n

2
+ 1)回以上のオ

ラクル呼び出しを必要とする場合がある．

この補題により，定理２を得る．以下では，この補題の略
証を与える．
この問題例に補題１を用いると，次のように記述できる最

適解が存在することが分かる．

ある vi ∈ X1, k = 1, · · · , n
2

+ 1に対して，

x(vi,k)(v) =





k (v = vi)
n
2
− k + 1 (v = v n

2 +k)

0 (v ∈ V − {vi, v n
2 +k})

(7)

この問題例の最適値は g0(
n
2

+ 1)となり，(7)以外に最適解
を持たない．

詳しい証明は省略するが，この問題例 I と |S| ≤ n
2
(n

2
+

1)− 1である S ⊆ RV
+ に対して，Iと同じラミナー族 F と

要求関数 dを持つが，それぞれのコスト関数 F− と F+ が I
のコスト関数 F とは異なるような問題例 I− と I+ を次式を
満たすように作成できる．

F±(x) =

{
F (x) (x ∈ S のとき)
F (x)± ε (x = x∗のとき)

ただし，εは十分小さい正数，x∗ ∈ RV
+ は式 (7)に示される

ベクトルで x∗ 6∈ S である（|S| ≤ n
2
(n

2
+ 1)− 1より，その

ような x∗ は存在する）．このとき I− の最適解は x∗ のみで
あり，I+ の最適解は x∗ 以外でかつ，式 (7)で記述できるも
のである．
ここで，あるアルゴリズム A が問題例 I に対して，上記

の S に属するベクトルに対してのみオラクル呼び出しを行
い，最適解として yを出力したとすると，F (x) = F−(x) =
F+(x) (x ∈ S)より y は問題例 I, I−, I+ すべてにおいて最
適解となるはずであるが，これは上記の議論より矛盾してい
る．従って，補題２が示された．

4 定理３のアイデア

本節では，ラミナー被覆制約を持つ凹関数最小化問題のう
ち，コスト関数 F が式 (3)，すなわち F =

∑
v∈V

fv

fv(x) =

{
avx + bv (x > 0のとき)
0 (x = 0のとき)

(8)

と記述できる場合について考察する．
このコスト関数は式 (1)の特殊形であることから，2節のア

ルゴリズムを用いてO(n2)時間で解くことができる．2節の
アルゴリズムは，式 (4),(5)に基づき，テーブル gX(X ∈ F)
を葉から根に向かい順に作成している．今，コスト関数が式
(8) のように分離可能であるため，式 (4),(5) よりテーブル
gX は，各 v ∈ X の fv をある一定値平行移動させたもの f̂v

の下側エンベロープ lX(x) = minv∈X f̂v(x)に対応すること
が分かる．我々は，コスト関数 F が式 (3) で与えられると
き，下側エンベロープ lX を用いて gX を間接的に表現する
ことにより高速化 (O(n log2 n)時間)に成功している．

F がオラクルで与えられる場合は，各 v に対して，２
回のオラクル呼び出しにより，av, bv を求められるので，
O(n(log2 n + q))時間となる．
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